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Vorrede zur zweiten Auflage. 



Oie beinah ganz neue Gestalt, welche dieser Leit- 
faden in seiner zweiten Auflage erhalten hat, ist hauplsäcb- 
lich durch die Erfahrungen Im Lehrfache veranlaßt worden, 
die ich hier im Kreise zahlreicher und wackerer Schüler fort- 
während machen konnte. Hauptsächlich lernte ich bestimmt 
erkennen, wie nothwendig e5 auch künftigen Technikern ist, 
seihst bei den Yortrögen über Elementarmechanik von ei- 
nem gewissen allgemeinen Standpunkte auszugehen, wenn 
man sie anders zum SelbstschafFen, zum freien Bewegen 
im Gebiete der Anwendungen führen will. Deshalb habe 
ich namentHch die Auiblahme des Prinzipes d'Alemberl's und 
das der Eiiialtung lebendiger Kräfte für durchaus nothwen- 
dig gehalten, ferner auch das Thema der Hauptaxen nicht 
unerwähnt gelassen, zumal dasselbe sich einfach, bei der 
technisch wichtigen Frage nach dem Elasticitäts- und Bruch- 
Momente parallelepipedischer Körper, wobei die Seiten der 
Querschnitte nicht respective vertikal und horizontal liegen, 
abmachen läßt. Endlich habe ich die Festigkeit der Kör- 
per gegen Stoß als einen selbständigen Gegenstand aufge- 
nommen, was bis jetzt, so viel mir bekannt, noch in kei- 
nem deutschen Lehrbuche geschehen ist. Um den hierbei 
aufgestellten Formeln ein gewisses Vertrauen einzuprägen, 
habe ich zwei Beispiele von Poncelet (S. 135) und eins von 
Tredgold (S. 142) gewählt, welche genannte Herren auf eine 
von ihir ganz abweichende Art behandeln, während unsere 
Zahlenwerthe merkwürdig genau übereinstimmen. 

Völlig zu erklären wußte ich mir nur nicht, weshalb 
zeither alle deutschen Schriftsteller kn Fache der technischen 
Mechanik das von tredgold, nach dem Vorgange des Dr. 
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Young, in seinem Werke „Strength of Gast Iron^' enthalte- 
nen Capitel „Power of Impact^' oder „Resistance ä rimpol- 
sion'^ in der schon 1826 erschienenen französischen Ueber- 
setzung von Duverne, gänzlich ignorirt haben, und zwar um 
so mehr als allein die von Tredgold §. 267 seines Buches 
(S. 138 dieses Leitfadens), för die Querscbnitts-Berechnung 
prismatischer Balken, welche Stößen widerstehen sollen, 

gegebene Formel W=j|-t— j> die Aufmerksamkeit der 

Techniker verdient haben dürfte. WahrschetBÜch ging es 
den Meisten wie auch zuerst mir, d. i. sie hielten die 
Trcdgold'sche Formel für eine solche, deren Ableitung jede 
ordentliche Basis entbehrte. 

Daß Poncelet's schätzbare Arbeiten über den geidachten 
Gegenstand, in seiner „Introductioa ä la M^canique ludu- 
strielle'S bis jetzt gans; unbeachtet blieben,, erklärte ichimir eher,, 
da es ein gutes Quautum Zeit und Geduld erforderit, den daselbsl 
gewählten, umständlichen und breiten Eniwickeluogsgjang 
zu verfolgen, wo am Ende doch di^ (.ösUjUg <^inep, wie vor- 
her angeführten, einfachen Aufgabe ungjetwcftnUcb langwierig 
erscheint, zusammenhängende Formeln gar nicht zu erlangen 
sind, und wenn man das Ganze beti^^htet,. doch luir Stöße 
in der Ascenrichtui^ der Körper aufgefaßt sind« 

J)ie Formeln (3) und (6) §. 74 des gedachten Kapitels 
hätten kürzer hergeleitet werden köunent wäce icL eiofacti 
von dem bekannten Ausdruck^ für die b^gen4e Kraft »sP, 



d. i. von Pä= — j^ u ausgegangen, mir schien jedbch -die 

gewählte der MoseIy*schen nachgebildete Ableitung, als. die 
Sache auf mehr geradem Wege abmachend, für deo Anfän- 
ger deutlicher und bestimmter.*] 

D^ ich e$ überhaupt für Pflicht eines Jeden halte, der 
ein Buch für einen dem meinigen gleichen Zweck schreibt, 
alles Nene und Gute anderer Schriftsteller in erlaubter 
Weise zu benutzen, so habe ich auch, nicht unterlassen^ 
vor der Bearbeitung dieses Leitfadens die S^cbriften^ und 

*) Weiteres liieritber eiiHiält ein von mir verftiSter Aoftoti im 3. Hefte' 1817 des 
XU FreJberg in Sachsen enchciinenden lournales „der IngcnieHr'*. 
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Werke von Kaiser, v. Langsdorf jun., Mosely, Navier, Pon- 
celet, Sonnet, Weisbach, Whewell u. A. wiederholt zu stu- 
diren nnd mir nützlich zu machen. *^ 

Zttm Schiasse nnr n«ch ein^ife Worlef über eine mich betreffende 
Note, welche Herr Gommissionsrath Brix in Berlin seiner Arbeit 
„Ueber die Dehnung und das Zerreißen prismalischer Körper, wenn 
die spannende Kraft seitwärts der Schwerpunktsaxe wirkt'* (Jahr- 
gang 1845 der Verhandlungen cur Beförderung des Gewerbfleißes 
in Preußen), beizufügen für nothwendig hielt. 

Wer nnr init einiger Aufmerksamkeit neuere Werke über Me«- 
ehanik studirte, wird wissen: 

1. Daß Herr Brix in seiner Abhandlung „Widerstand prismali- 
scher Körper gegen Biegung" (Ebendaselbst 1844} nirgends yon einer 
Gi^undansicht aufigegangeo ist, die nicht schon ron Poncelet**), von 
Nayier, Mosely u. A. aufgestellt worden Wäre. 

2. Daß die bei der liweiten Auflage meiner G^ostatik, im Ka- 
pitel Festigkeit gegen Brjich and. Biegung, gewählten Beispiele nicht 
ron Brix erfanden wurden* 

3. Daß Blinding die Gleichungen für die Biegung eines elasti* 
sehen Stabes in einer Ebene, zwar mit Zuziehung der Kräftepaare, 
aliein in yon meinem Gange yollsländig abweichender Weise ablei- 
tet und nur der zu einem andern Urlheile kommen kann, welcher 
Minding nicht sludirte. 

Welche besondere Ursache daher und überhaupt Herrn Brix 
zur Abfassung gedachter Not^^ die nur für ihn selbst nachtheilig 
sein kann, yeranlaßt haben mag, kann ich mir um so weniger er- 
klären, als er mir sogar Worte (z, B. eigenthfimlich) zuschreibt, 
welche in meiner Vorrede gar nicht zu finden sind« 
Hannover, im August 1847. 

Rfililmaiin. 

O Für manch« Kritilier därfte die Bemerkung nothwendig sein, daß ich den 
neuen, anf dem Titel dieses Boches angeführten Namen nnserer hiesigen tech- 
nischen Lehranstalt „polytechnische Schale" statt sonst „höho'e Gewerbe- 
schule" nicht nach eigener Willkür gewählt habe, sondern da0 derselbe 
allerhöchsten Orts, entsprechend den mehrfachen Erweiterungen der Schule, im 
Monat Juni a. c, ertheilt worden ist. 

**) Auch die deutsche Bearbeitung der C^lteren) PonceleVschen Mechanik yon Kuppw 
1er (Nürnberg 1841), enthält bereits, Theil II. Seite 234 und Seite 266, den 
yon Brix beanspnchtea Gegenstand. 

Zur ferneren Charactecistik der fraglichen Sache kann noch dienen, daB 
Brix in $. 24 seiner Abhandlung yon 1844, Tredgold tadelt, weil dieser die 
zulässige Durchbiegung nicht auf rationelle Gmndsätce curückgefährt habe, 
und deshalb dafür §. 25 einen Ausdruck ableitet, der — genau derselbe 
ist, welchen Tredgold selbst in seinem Strength of Gast Iron $. 87 entwickelt 
und S. 174 etc. auf practische Fälle anwendet ! 
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Erstes Kapitel. 
Bewegung und bewegende Kräfte im Allgemeinen. 



S- 1- 

Aus den allgemeinen Sülzen €ler Geostatik läßt sich ent- 
nehmen, daß die Bewegung eines Körpers eine fortschreitende, 
eine drehende oder beides zugleich sein kann. Die Unter- 
suchung dieser Bewegungen , in wiefern Kräfte dieselben er- 
zeugen und die Herieitung betreffender Gesetze, sind überhaupt 
die Gegenstände, womit sich die Dynamik zu beschäfligen hat. 

Um aber zur Beantwortung aller hierher gehörigen Fragen 
möglichst stufenweise zu gelangen, behandelt man zuerst die 
Bewegung eines materiellen Punktes (Atomes). In letzterer 
Beziehung ist überdies zu beachten, daß, weil jeder in Bewe- 
gung begriffene Körper einen körperlichen Raum beschreibt, 
man sich von der bestimmten Gestalt seiner Bahn nicht anders 
eine Vorstellung machen kann, als daß man die Bewegung auf 
bestimmte Punkte desselben bezieht. 

$. 2. 

Je nachdem der durchlaufene Raum oder der Weg des 
bewegten materiellen Punktes eine gerade oder krumme Linie 
ist, unterscheidet man geradlinige und krummlinige Bewegung. 
Bei ersterer giebt die Bahn selbst die Richtung der Bewegung 
an, bei letzterer wird dies« Richtung für jede Stelle der Bahn 
durch die entsprechend gezogene geometrische Tangente an- 
gezeigt. 

Eine Bewegung ist entweder frei oder nicht frei. Im 
ersteren Falle kann die Bewegung nach jeder Richtung hin ge- 
schehen, und die Bahn des Beweglichen wird allein durch die 
einwirkenden Kräfte bestimmt ; im andern Falle findet dies nicht 
statt, und die Bahn wird durch gewisse Hindernisse bedingt, 
wie auch immer die bewegenden Kräfte wirken mögen. Bei 
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der letzteren unterscheidet man noch die Bewegung in einer 
vorgeschriebenen Curve von der um einen gegebenen festen 
Punkt, oder um mehrere feste Punkte. 

S. 3. 
Ein bewegter materieller Punkt kann nicht an mehreren 
Orten zugleich sein, er kann nur p9ch und nach an die ver- 
schiedenen Orte seiner Bahn gelängen, daher sich uns mit der 
Vorstellung einer Bewegung auch die der Zeit aufdrängt. 

In Hinsicht auf »Zeit« heißt aber eine Bewegung entwe- 
der gleichförmig oder ungleichförmig. Gleichförmig wird nUm- 
lich die Bewegung genannt, wenn in gleichen Zeiten gleiche 
Wege durchlaufen werden, ungleichförmig aber, wenn Letzteres 
nicht der Fall ist. 

Bei der ungleichförmigen Bewegung unterscheidet man 
wieder gleichförmig veränderte und ungleichförmig veränderte. 
Die erstere Benennung erhält nämlich eine Bewegung dann, 
wenn sie so erfolgt, daß die in gleichen Zeiten durchlaufenen 
Wege um gleichviel stetig "wachsen und abnehmen. Die letztere 
Benennung giebt man ihr, wenn die angefahrte Gesetzmäßigkeit 
nicht Statt findet. Tritt bei der gleichförmig veränderten Be- 
wegung das bemerkte Wachsthum ein, so wird sie insbesondere 
gleichförmig beschleunigt, bei der Abnahme aber gleichförmig 
verzögert genannt. 

Zusatz. Zum Maße der Zeit dient (am besten) irgend eine 
gleichförmige Bewegung. Ein solches Zeilmaß gewährt uns die 
Natur in der täglichen Drehung der Erde um ihre Axe, die mit 
einer Gleichförmigkeit erfolgt, daß, bis auf den heutigen Tag, die 
allerschärfsten Beobachtungen irgend Unregelmäßigkeiten nicht ent- • 
decken konnten. Dabei heißt die Zeitdauer während zwei aufein- 
ander folgenden Meridiandurchgängen eines und desselben Fix- 
sternes ein Stern tag, und wenn dieser Fixstern die Sonne ist, 
ein Sonnentag. Da sich die Sonne, mit den Fixsternen Ycrglichen, 
fortwährend in einem der täglichen Umdrehung entgegengeselzlen 
Sinne verschiebt, so sind die Sonnentage etwas länger als die Stern- 
tage. Die Sonnentage sind aber selbst nicht von gleicher Länge, 
indem sich erstens die Erde in ihrer Bahn um die Sonne bald 
schneller, bald langsamer bewegt, und zweitens ihr Fortrücken 
nicht in der Ebene des Aequators, sondern in der Ekliptik erfolgt. 
Im gewöhnlichen Leben nimmt man die mittlere Größe der (wah- 
ren) Sonnentage als Zeiteinheit und nennt diese einen mittlem 
Sonnentag, oder einen Tag mittlerer Zeit. Letzlerer wird in 
24 Stunden, die Stunde in 60 Minuten und die Minute in 60 Se- 
cnnden getheill, so daß der mittlere Sonnentag 86400 Sccunden 
. enthäJr. Der Slerhlag hat nur 23 Stunden d6 Minuten 4 Secun- 
den oder 86164 Secunden mittlere Zeit. 
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Die Größe des Weges, welchen ein sich gleichförmig be^ 
wegender materieller Punkt irährend der Zeiteinheit, wozu wir 
die. Sexagesimalsecunde' mittlere Zeit wählen, zurücklegt, nennt 
man seine Geschwindigkeit. 

Bei einer ungleichförmigen Bewegung kann eine bestimmte 
Geschwindigkeit in dem so eben bemerkten Sinne nicht ange** 
geben werden. Da jedoch dessenungeachtet das Bewegliche in 
jedem Punkte seiner Bahn eine gewisse Geschwindiglieit er- 
langt haben muß, so hilft man sich damit, daß man alsdann 
Geschwindigkeit in einem bestimmten Punkte des Weges die- 
jenige nennt, mit welcher der Jbewegte materielle Punkt seine 
Bewegung fortsetzen würde, wenn er sich vom gedachten Orte 
des Weges an, mit der daselbst erlangten Geschwindigkeit 
gleichförmig bewegte. 

Zusatz. Als für den Techniker besonders bemerkongswerlhe 
Ausnahmsfalle, wo man ffir die Geachwindigkeitsangabe der Bewe- 
gung nicht die Secunde, sondern z. B. die Stunde, als Zeiteinheit 
wählt, mögen hier folgende erwähnt werden* 

Bei der Bewegung der Dampfwagenztigc auf Eisenbahnen giebt 
man an, wie viel englische Meilen {ä 5280 englische Fuß, — 
69| englische Meile gehen auf 1 Grad des Aequators) in der Stunde 
mittlerer Zeit zaröckgelegt werden; gleiches Geschwindigkeitsmaß 
braucht man gewöhnlich bei Flußdampfschiffen. Bei See-Dampf» 
und Segel-Schiffen giebt man an, wie viel Knoten der Loglinie in 
einer Viertel oder Halben- Minute abgelaufen sind. So viel 
Knoten dann ein Schiff in einer halben Minute durchläuft, so viel 
Seemeilen fährt oder segelt es in einer Stunde, (Die Länge eines 
Knotens ist gleich 15"|432 oder gleich jy^^ einer Seemeile, wovon 
60 auf einen Grad gehen). 

Anmerkung. Bis hierher haben wir die Bewegungen be-^ 
trachtet ohne Rücksicht auf die Kräfte zu nehmen, Wodurch sie 
hervorgebracht werden, in welchem Sinne die Bewegungslehre 
Phoronomie (auch Phorometrie) genannt wird, und als solche 
einea Tbeil der reinen Mathematik (die Raumveitgrößeoiehre} aus- 
macht. Wir bebafidelu im Nachfolgenden die Bewegungslehre als 
Erfahrungswissenschaft, d. h. als eine solche, welche die wirkliche 
sichtbare Bewegung der in der Natur vorkommenden Körper be- 
trachtet, wobei auf die wirkenden Kräfte und die' Trägheit des 
Beweglichen Rucksicht genommen wird. Dabei werden wir jedoch 
in dem Zunächstfolgenden die Körper unbehindert immer noch 
ala materielle Punkte ansehen können. 

§.5. 

Jede Kraft bestrebt sich äberhaupt, Bewegung hervor zu 
bringen. In der Statik dachten wir uns gewisse Widerstände, 
welche dfis Zustandekommen einer solchen Bewegung verhin- 
derten. Hier in der Dvnamik nehmen wir solche Widerstünde 

1* 



(mit Ausnahme der Trägheit des Beweglichen) als nicht vorhan- 
den an. 

GcmäB der vorher angeführten zwei Grundformen der 
Bewegung wird man hier auch zwei Hauptarten von Kräften 
unterscheiden müssen, nämlich momentan und continuirlich 
wirkende Kräfte. Bei den ersteren ist die Erzeugung der Be- 
wegung von der Art, daB sich entweder gar keine, oder nur 
eine sehr kleine Zeit angeben lässt, während welcher die Einwir- 
kung auf das Bewegliche fortdauert, sie ist als das Werk eines 
Augenblicks anzusehen. Bei letzteren geschieht die Einwirkung 
9uf das Bewegliche so ohne Unterlaß, daß sich kein, auch noch 
so kleines Zeittheilchen angeben läßt, in welchem diese Kräfte 
nicht thätig wären. 

Zur Erleichterung mancher Auffassungen denkt man sich 
indeß die Wirkung einer continuirlich thätigen Kraft zuweilen 
auch als eine solche, die durch unendlich viele Momentankräfte 
hervorgebracht ist, welche so schnell nach einander wirken, 
daß die Zeit zwischen je zwei, der Reihe nach eintretenden^ 
Wirkungen unendlich klein ist. 

Jede momentan wirkende Kraft wird einen materiellen 
Punkt, vom Zustande der Ruhe aus, nach ihrer eigenthümlichen 
Richtung in eine gleichförmige, jede continuirlich wirkende Kraft 
aber in eine beschleunigte, verzögerte, oder völlig ungleichför- 
mige Bewegung versetzen. 

Die durch eine momentan wirkende Kraft erzeugte Ge- 
schwindigkeit eines materiellen Punktes ist abhängig von der 
Intensität dieser Kraft und von dem Widerstände, welchen ihr 
der materielle Punkt vermöge seiner Trägheit entgegensetz^ 
während die von einer continuirlich wirkenden Kraft hervorge- 
brachte Geschwindigkeit außer den angeführten Dingen noch 
durch die Dauer der Krafteinwirkung auf das Bewegliche be- 
stimmt wird. 

Ist eine continuirlich wirkende Kraft, auf den beweglichen 
materiellen Punkt fortwährend mit gleicher Intensität thätig, so 
wird sie insbesondere eine beständige oder constante und, wenn 
Ersteres nicht Statt fmdet, eine veränderliche Kraft genannt. 

S* 6. 
Unsere völlige Unbekanntschaft mit der eigentlichen Natur 
der Kräfte macht fQr die Dynamik die Aufstellung folgender 
drei Axiome oder Grundgesetze nothwendig. 

1) Ein bewegter Körper beharrt in dem Zustande einer 
geradlinigen und gleichförmigen Bewegung, bis eine bewe* 
gende Kraft diesen Zustand abändert (Beharrungsvermö- 
gen §. 3 der Geostatik). 



2) Die von versrchiedenen momeBtan wirkenden Kräften einem 
und demselben Körper ertheilten Geschwindigkeiten dind 
den Kräften selbst proportional. 

3} Wenn ein Körper einem andern eine Bewegung mittheilt, 
so ist die Einwirkung gegenseitig , oder Wirkung und 
Gegenwirkung sind gleich und entgegengesetzt (§.31 der 
Geostatik). 



Zweites Kapitel. 

Freie Bewegung eines mcUerieUen Punktes, 



I. Gleichrörmige Bewegung. 

$. 7. 

Da ein iri^^leichförmiger Bewegung begiiCTener materieller 
Punkt während gleicher Zeiten gleiche Wege durchläuft, so ver- 
halten sich die in verschiedenen Zeiten durchlaufenen Wege 
wie diese Zeiten. 

Setzt man daher den in einer Zeit / von dem materiellen 
Punkte durchlaufenen Weg =i9, den in einer, andern Zeit t 
durchlaufenen = s'y s6 erhält man 

I. s : s* = t : tf. 

Ist hierbei f ' = 1 Secunde, so muß man nach dem Vor- 
hergehenden s' die Geschwindigkeit der Bewegung sein , wo- 
nach man erhält, wenn man c für s* setzt:' 

II. 8 = et; so wie hieraus 

lü. c = t. 

/ c 

Bei eiuer gleichförmigen Bewegung ist sonach 
der durchlaufene Weg dem Producte aus Zeit 
und Geschwindigkeit gleich. Die Geschwindig- 
keit ist gleich dem Quotienten aus Weg, dividirt 
durch Zeit; und die Zeit gleich dem Quotienten 
aus Weg, dividirt durch die Geschwindigkeit. 

Zusatz 1, Ans glefchem Grande, wie man nach %, 8 der 
Geostatik Kräfte durch Linien zu repräsentiren vermochte, kann 
dies auch mit Zeiten und Geschwindigkeit geschehen. 

So wird man das in II. gefundene Product = c/ durch den 
Inhalt eines Rectangels darstellen können , dessen Grundlinie und 
Höhe bezüglich c und / sind. Es enthält sodann nämlich das 
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Reolangel eben so viel Flüchttieiolieiten als derilorchlaufette Weg 
Längeaeidheiten, und man kann dasselbe als das geoevetrisehe Bild 
des Weges ansehen. 

Zu bemerken ist nur hierbei, daß die Linien, welche zusam- 
mengehörige Zeiten und Geschwindigkeiten darstellten, auf einerlei 
Längeneinheiten bezogen werden müssen. 

Zusatz 2. Sind P und P' die momentan wirkenden Kräfte, 
welche denselben materiellen Punclen respectire die Geschwindigkei- 
ten c und c* er(heilten, so erhält man nach (2) §. 6 

P : F =z c : & 
oder wenn P' und & gleich der Einheit angenommen werden 

P = c; d..h. 

das Maß einer auf einen materiellen Punkt wirkenden Mo- 
mentankraft ist die Tön derselben erzeugte Geschwindigkeit, wobei 
die Kraft zur Maßeinheit genommen ist, welche bei demselben ma- 
teriellen Punkte die Einheit der Geschwindigkeit hervorbringt*). 

S^ 8. 
Die Gleichungen des vorigen Paragraphen. 48issen sich leicht 
in eine allgemeinere Gestalt bringen, 

Fig. \: Es.sei hierzu ^J^ Fig* 1 

. \ die gerade Linie, nach wel- 



j\^ B d D ES r ^^^^ ^i® gleichförmige Be- 

wegung eines materiellen 
Punktes mit der Geschwindigkeit x^^ erfolgt , Ä der Punkt, 
wo die Bewegung beginnt und D der Ort des Beweglichen nach 
der Zeit =/. Zufolge. IL des vorigen Paragraphen ist sodann 
BD =i et Es sei nun ferner A ein fester Punkt, auf wel- 
chen man die nach einander folgenden Orte des Beweglichen 
bezieht, der Abstand AB = a \md AD = «, so erhält man 
unmittelbar 

L 8 = a-\- cL 

Für einen zweiten in derselben Linie AF nach gleicher 
Richtung, aber mit der Geschwindigkeit = c' sich bewegenden 
materiellen Punkt, dessen Bewegung von C aus beginnt und 
wobei der an fiingUche Abstand von k= a' ijst, sei E der Ort 
nach der Z^it /', AE ,aber =? «'. Sodann folgt wie vorher , 

IL «' = a' + <?'^'- 

Daß in diesen Gleichungen die Gonstant&n a, a' und e, e* 
auch negativ auftreten können, bedarf jedenfalls keiner besovi-* 
deren Auseinandersetzung. .Zugleich wird aus Allem .erhellen, 
daß man, um die Bewegung mehrer in derselben gei'adeb Linie 



*) Man beachte hier besonders, daß die Kräfte anf einerlei materiellen Puhlit 
(einerlei Körper, oder auf gleiobe Massen) tvirk«nd angenommcR ^nd, 



fortgehender materielier Punkte aufzufassen, nur nöthig hat, 
Gleichungen von vorstehender Form entsprechend zu verbinden. 
Will man z. B, wissen, nach welcher Dauer der Bewegung 
die beiden obigen materiellen Punkte, wenn sie gleichzeitig von 
B und C ausgingen und c^c' ist, zusammentreffen, so wird 
$:s^s\ / = /^ zu setzen sein, überhaupt sich aber ergeben 

a-^-ci^sia^ -{-e^ i; d. i. 



a' — a 
c — c' 



Den Werth e — c' nennt man hierbei insbesondere die 
relative Geschwindigkeit der bewegten materiellen Punkte. 

$. 9. 

Wird ein materieller Punkt von zwei nach verschiedenen 

jn| 2 Richtungen Ai und Au 

®' ' Flg. 2 ipomentan wirken- 

tf den Kräften, die für sich 

B/- ";>r^ allein respective die Ge- 

/ . ^^.."'^^^^ / schwindigkeiten AB = c 

c/ ^.-^^^^^^ •' ^^ AC^=v erzeugt hät- 
/vV^.-^''^^ ten, zur Bewegung ange- 
il Zi^ILj M l^-...^u^ regt, und schließen diese 

Richtungen den Winkel a 
zwischen sich ein, so wird Richtung und Geschwindigkeit der 
dadurch entstehenden Bewegung durch die Diagonale des Pa- 
ralkflogrammes ^ H C /)' bestimmt. Denn da momentan wir- 
kende Kräfte sich wie die Geschwindigkeiten verhalten, welche 
sie einem und demselben materiellen Punkte ertheilen, so kön- 
nen letztere statt erstere gesetzt werden, und es kann ii|ds 
Parallelogramm der Kräfte in Anwendung gebracht werden. Der 
materielle Punkt bewegt sich daher im vorliegenden Falle in 
der Richtung der Dia gonale mit der G eschwindigkeit =3 0? 

X :s= V c* -(- r* 4" -2' ^' ^' ^^* ^- 
Das zugehörige Parallelogramm wird hierbei besonders Paral- 
lelogramm der Geschwindigkeiten genannt. 

Uebrigens erkennt man aus dem Vorstehenden , daß sich 
Geschwindigkeiten eben so zusammensetzen und zerlegen lassen, 
wie dies in der Geostatik vollständig von den Kräften nachgewie^ 
sen wurde. 
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Fia S Zu « a t z« Slelll A B, 

,..' Fig, 3 Größe und 
Hlchlung der resul- 
tirenden Geschwin^ 
diglteiten dar, weoä 
dem materieHenPank- 
te A gleichzeitig die 
Geschwindigkeiten c und v ertheilt wurden^ so wird sich der mitt- 
lere Punkt durch die Punkte A,B,€ . , , . geradlinig gleichförmig 
fortbewegen. Empfängt aber in irgend einer Stelle D der geradlinigen 
Bahn der bewegte Punkt eine neue Geschwindigkeit = u, nach der 
von der ersteren Terschiedeneo Richtung D F, so' wird diese mit der 
Torigen x = ^^ ebenfalls zusammengesetzt eine Resultfrende DG 
geben, die nicht in der urspräoglichen Richtung der Bewegung liegt. 
Kommen auf diese Weise nacheinander immer stets neue Geschwin- 
digkeiten nach Yon der nächst Torhergehenden verschiedenen Rich- 
tungen hinzu, so bildet die Bahn des Beweglichen ein Polygon, des- 
sen Seiten um so kleiner sipd, je kürzer der Zeitabschnitt ist, nach 
welchem dem Beweglichen wieder eine neue Geschwindigkeit ertheilt 
wird. Bei unendlich kleinen Zeitabschnitten muß, unter sonst gleich 
bleibenden Umständen, die Bahn offenbar eine Curve bilden, 

II. Gleich Cöripig veränderte Bewegung. 

§.10. 
Zufalge der $. 3 gegebenen ErklUrung müssen bei einer ' 
gleichförmig beschleunigten ..Bewegung die Geschwindigkeiten in 
gleichen Z«it^i um gleich viel wachsen. Bezeichnet man daher 
die Geschwindigkeit mk Ende der ersten Secunde, oder die Ge- 
schwindigkeit in der Zeiteinheit, mit Cr, die insbesondere Ae ce- 
1 e ra t i n oder Beschleunigung genannt wird, so ist offenbar 

t t 

dieGeschwindigkeitin der— Secunde gleich C—, also nach / Se- 

n n 

cunden, wenn man die Endgeschwindigkeit sodann mit r 
bezeichnet, 

Aus dieser Gleichung folgt auch 

Ueberhaupt verhalten Sich die nach gleichen Zeiten erlang- 
ten- Geschwindigkeiten wie' Accelerationen und bei gleichen 
Accelerationen die Geschwindigkeiten wie die entsprechenden 
Zeiten. 

Besitzt das Bewegliche vorder Einwirkung der acceleri- 
renden Kraft bereits die Geschwindigkeit = c, so erhält man 
offenbar statt (1) 



b' 
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(3) r = c + C/, oder 

(4) ü == c — Gt, 

je nachdem die accelerirende Kraft im gleichen oder genau ent- 
gegengesetzten Sinne der momentanen Kraft wirkt, welche die 
Anfangsgeschwindigkeit = c hervorbrachte. In letzterem Falle 
(4) wird G die Retardation (Verzögerung) oder die negative Acce- 
leration, die Bewegung selbst eine gleichförmig verzögerte ge- 
nannt. 

Zosatz. Zur Beurlheilung der accelerirenden KrSfte, die auf 
einea und denselben materiellen Punkt wirken, diene Folgendes. 

Sind P und T* zwei solche Kräfte, welche respective die Acce- 

leralionen G und G^ erzeugen, so wird man, nach den betreffenden 

Bemerkungen in $. 5. und nach (2) $. 6» für eine unendlich kleine 
Zeit = absetzen können 

P : F z= Gx : G'x, d. i. 
P : P = G : G' 

Es Verhalten sich folglich constant wirkende Kräfte wie die 
Accelerationen, die sie demselben materiellen Punkle ertheilen. 

Nimmt man hier F' = 1 und €i' = 1, so folgt 

P = (?, oder 

P = l. 
t 

Die Aceleralion ist daher das Maß der auf einen materiellen Punkt 
constant wirkenden Kraft/ 



Um den Raum zu bestimmen, welchen der materielle Punkt, 
vom Zustande der Ruhe ausgehend, wUhrend einer Zeit = / 
durchläuft, denke man sich / in «so kleine Theile getheilt, daß 
die Bewegung in jedem derselben ohne merklichen Fehler als 
gleichförmig angesehen werden, kann; ferner stelle man sich 
nach $. 5. dabei vor, daß die den materiellen Punkt beschleu- 
nigende, constante Kraft nur am Anfange eines jeden solchen 
Zeittheilchens wirke. . • * 

Ist sodann die Anzahl der bemerkten Zeittheile == 91, und 

bezeichnet man die am Ende des ersten Zeittheiles — erlangte 

n 

Geschwindigkeit mit fr, so erhält man 

für den Weg im ersten Zeittheile: ir— ; 



n 



\ 



t 
- - zweiten - 2 fr— . 
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für den Weg im dritten Zeitlheile : 3 ir— ; 

n 

etc. etc.; also auch 

- - - - liten . - nw — 

n 

Deshalb ist aber 

8 = uf — f-2fr — h 3w — ' . . nw — ; oder 
- M n n n 

« = fr ~ (l + 2 + 3 . . . w). 

Man wird sich aber der Wahrheit um so mehr nShern, je 
größer n ist. weshalb denn n unendlich groß genommen wer- 
den mag, und somit folgt, mit Zuziehung von Seite 61 der Geo- 
statik, 

/ w» / 

Ä =0= IT— . --. s=p im? _ . 

w 2 2 

Es kann aber nw nicht anders als die Endgeschwindigkeit 
= V der Bewegung sein, deshalb 

1. « = 

2 

Setzt man in diese Gleichung dei^ vorher für v gefundenen 
Werth, so ist 

II. 8=^ ; und hieraus 

2 



ui, t^y^. 



G 

Aus der Verbindung von (x), des vorigen Pai*agraphen mit 
II. dieses Paragraphen folgt ferner 

V. r=V 2Gs. 

Für einen nach / — 1 Secunden zurückgelegten Weg =«' 
wird erhalten 

s — , 

daher auch, wenn man diesen Werth von II. abzieht, 

VI. s — 8*=^[2t—\Y 

Aus vorstehenden Gleichungen aber ergeben sich für die 
gleichförmig beschleunigte Bewegung folgende Sätze : 
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Der in gleichförmig beschleunigter Bewegung 
durchläufetiö Weg i$t nur halb so groß als derje- 
nige, welcher in derselben Zeit mit der Endge- 
schwindigkeit dieser Bewegung gleichförmig zu- 
rückgelegt worden wäre. 

Die durchlaufenen Wege verhalten sich wie 
die Quadrate der Zeiten, die während der Bewe- 
gung yerflossen sind. 

Die in auf einai^der folgeofden gleichen Zeiten 
zurükgelegten Wege wachsen wie die ungeradem 
Zahlen u. s. w. - 

. §. 12. 

Besitzt der materielle Punkt beim Beginnen der Bewegung, 
wo / === war, schön eine Geschwindigkeit c , so erhält man, 
wenn die constant beschleunigende Kraft auf den materiellen 
Punkt nach der Richtung vpn c wirkt, für die Endgeschwindig- 
keit des vorigen Paragraphen. 

I. ,r = c + C/; 
hierbei wird c insbesondere die Anfangsgeschwindigkeit 
genannt. 

Was den durchlaufenen Raum betriflft,' wenn das Beweg- 
liche beim Beginnen der Bewegung, wor /=0 war, schon eine 
Geschwin(Mgkeit »= c besitzt, so bemerke man, daß der materielle 
Punl^t mit der Geschwindigkeit c ((Heia in der gleich darauf faVt 
genden Zeit I, den Baum ci durchlaufen haben wttrde, abo, da 
während dieser Zeit t «der materi^le Punkt von einer constanteü 
Kraft angetrieben wird, welche, allein wirkeiätd, ihn durch den 
Raum ^Gf^ bewegt hätte, und Aach dem Beharrungsgesetze 
. der gesammtec Weg sein muß 

wobei sich das Zeichen -|- auf eine gleichförmig beschleunigte, 
das Zeichen -— auf eine gleichförmig verzögerte Bewegung 
bezieht. 

Aus der Verbindung dieser Gleichung mit denen $.10 fi(r 
die Endgeschwindigkeit gefundenen folgt noch 

: u===Kc? ^4:2 0« etc. ■ 

Zusatz. 1. Wie bereits %. 7. Zusatz 1 für die gleichförmige 
Bewegung angeführt wurde, so, lassen sich auch die Gesetze der 
gleichförmig veränderten Bewegung geometrisch damellen. För die 
gleichförmig beschleunigte Bewej^ung kätin es, wie folgt, geschehen. 
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k e a » f^0 



B 



Fig, 4» Man nebme an, der ma- 

(ericUe Punkt beginne die 
beschleunigle Bewegung Toni 
Zustande der Ruhe aus, ziehe 
eine gerade Linie ABj trage 
auf dieselbe ron A aus die 
gleichen Theile Aa^&i ab =bc 
= cd etc. und errichte in den 
TheÜpunkten Perpendikel oder Ordinalen 00^^ bbi, ccty etc« DieAb- 
stände oder Abscissen Aa, Ab, Ac etc. werden aber die Tom Vr- 
spränge der Bewegungen ans Terflosseneh Zeiten, so wie die ihnen 
entsprechenden Ordinaten die bezüglichen Endgeschwindigkeiten dar^ 
stellen können. Bei der gleichförmig beschleunigten Bewegung sind 
jedoch die Endgeschwindigkeiten den gedachten Zeiten proportional, 
so daß die Verbindungslinie AC aller Perpendikelcndpunkte nichts 
Anderes als eine gerade Linie sein kann. 

Nimmt man nun die Abslände Aa, abf bc etc. ats unendlich 
klein an^ zieht man außerdem zu AB die Parallelen a^ &2> ^i ^» 
Ci d2 etc., so entstehen lauter kleine rechtwinkelige Dreiecke, deren 
Seiten bi b^, Ci c^ etc. den auf einander folgenden Zuwachs an Ge-*- 
achwindigkeit angeben, und die eben so wie die correspondirenden 
Abstände unter sich gleich sind, was ganz dem Begriffe der gleich- 
förmig beschleunigten Bewegung entspricht. Außerdem wird man 
annehmen können, daß die Bewegung während irgend einier unendlich 
kleinen Zelt cd=Ci d^ gleichförmig ist, und mit einer Geschwindig- 
keit erfolgt, welche durch das afilhmethische Mittel aus den am Anfange 
und Ende des Weges erlangten Endgeschwindigkeiten cc^ und dd^ ange-* 
geben wird. Der gedachte Weg ist folglich = \ [cci -\- dd^). cd. Dieses 
Product ist aber nichts Anderes als das Maß des Flächeninhalts Tom 
kleinen Trapeze cc^didy so daß dieser Inhalt mit der Länge des be- 
ftchleuaigt. durchlaufenen Weges gleichen Zablenwlsrth Jiat. Für einen 
anderen Zeitabstand de wird nun eb«n so der Weg durch die Fläche 
des. Trapezes ddie^ß dargestellt werden u. s.f. 

Der Gesammtweg während einer Zeit A h wird daher die Summe 
der sämmtlichen Elementartrapeze sein , Termehrt um das kleine 
Dreieck Aaüi, welches den im . ersten Augenblick durchlaufenen Weg 
darstellen muß, oder, was dasselbe ist, der ganze, ;vom Anfang« 
an durchlaufene Raum wird durch die Fläche Ahh^ dargestelUi 

Da letztere Fläche aber als die Hälfte eines Rectangels zu be- 
trachten ist, welche mit dem Dreiecke gleiche Grundlinie und Höbe 
hat, das Rectangel aber nach §. 7 als das Maß des Weges ange- 
sehen werden kann, der bei gleichförmiger Bewegung während der 
Zeit Äh mit der Endgeschwindigkeit hhi zurückgelegt wird, so folgt 
hieraus der Satz L des $.11. 

Ferner verhält sich nach geometrischen Gründen : 
/\Ad4^:'/^A1ih^=Ad^iAli\ d. i. 
tlie Wege verhalten sich wie die Quadrate der Zeiten etc. ' 

» > 

Wie sich so alle übrigen Sätze der vorigen Paragraphen gco'- 
melriscb darstellen lassen, ist hiernach leicht elazuseben. 
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Zusatz 2. Zwei oder mehrere einem und demselben Punkte 
gleichseitig ertheilt« Aeeelerationen werden sich eben so zusam- 
mensetzen lassen, und es wird eben so Ton einem Parallelogramme 
der Acceierationen die Rede sein können, wie dies früher Ton den 
Geschwindigkeiten nachgewiesen wurde etc. Eben so wird man eine 
gleichförmige Bewegung mil einer gleichförmig beschleunigten zu 
▼erbinden (suMmmensusetien) im Stande sein, woYon weiter unten 
(bei der Worfbeweguog) ein Beispiel folgt. 



II. ungleichförmig yeränderte Bewegung. 

§. 13. 
Eine völlig ungleichförmige Bewegung läßt sich nicht anders 
auffassen, als daß man sie innerhalb unendlich kleiner Zeitab- 
schnitte betrachtet 

Einen Ausdruck fUr die Geschwindigkeit einer derartigen 
Bewegung erhält man folgender Maßen. Es sei t die unend- 
lich kleine Zeit» während welcher der ebenfalls unencHich 
kleine Weg ö durchlaufen und die Geschwindigkeit € um den 
unendlich kleinen Theil r wächst. Der Werth von ist begreif- 
licher Weise zwischen ex und (c-\-v) x enthaltet, da indeß r als 
unendlich klein gegen c verschwindet^ so ist zu setzen = ex, voraus 

I. C=5 . 

T 

Um eine Gleicfaung für die Acceleration der Bewegung oder 
flir die veränderliche Kraft zu finden, welche auf einen mate* 
Hellen Punkt wirkt, muß man siich vorstellen, daß dieselbe wäh<^ 
rend des unendlich kleinen Zeittheiles T constant wirkt und 
innerhalb dieser Zeit die Geschwindigkeit v erzeugt, sodann er- 
hält man nach $. 10. Zusatz: 

II. p=er = :!L. 

X 
Anwendungen dieser Gleichungen folgen später. 

Zusatz. Zuweilen lassen sich, namentlich für technische Zwecke, 
hierhergehörige Fragen mit Anwendung eines geometrischen Verfah- 
rens beantworten. 

Nehmen wir z. B. an, man beabsichtige, aus den beobachteten 
ungleichförmig durchlaufenen Räumen und den bezüglich dabei ver- 
flossenen Zeiten auf die Geschwindigkeiten in den verschiedenen 
Punkten der wahrend der Bewegung beschriebenen Bahn zu schließen. 
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A ^A 



Fig. 5. 

Zu diesem Ende sei AB die 
Abscissen- und AC die Ordi» 
natenaxe dines rechtwinkeligen 
Coordioatensystems, und A det* 
A nfangspttokt der Be<«?eguiig, fer» 
ner mögen die während ^r Be- 
wegung Yerflossenen Zeilen als 
Abscissen, und die correspon-' 
direnden Räume als Ordinalen 
aufgetragen sein. 

Nimmt man nun die Tbeile 
der Abscissenaxe Aa, ab, hc etc. 
unendiieh klein, also auch so 
die auf einander folgenden Zei- 
ten an , so kann die Verbindungslinie AD der zugehörenden 
Ordinatenendpunkte aS b^ etc. keine gerade Lini« sein, sondern ' es 
wird dieselbe irgend eine Cur?e bilden, so wie» wenn man ferner 
die zu AB Parallelen a^b^y b^c^ etc. zieht, die kleinen Räume b^b^, 
c^c^ etc., die in den elementaren Zeiten ab, bc etc. beschrieben, un- 
gleich sein müssen, wonach folglich auch die Geschwindigkeit der 
Bewegung in jedem Augenblick eine veränderte ist. 

.Wird nun ferner angenommen, daß in irgend einem Augenblicke 
der Bewegung, welchem der Punkt c^ entspricht, die Bewegung 
plötzlich aufhört ungleichförmig zu sein, und eine gleichförmige mit 
der bei c^ erlangten Endgeschwindigkeit eintritt, so wird diese neue 
Bewegung durch eine als unendlich lang zu denkende gerade Linie 
c'E, welche die Verlängerung der Sehne von c^d^ ist, darzustel- 
len sein. Da ferner der bewegliche Punkt in dem Augenblicke, 
wo man die Bewegung betrachtet, während der elementaren Zeit 
c^dt oder cd den Raum d^ät beschrieben haben wurde, so wird 
er vermöge der eingetretenen gleichförmigen Bewegung in der 
Einheit der Zeit einen Raum zurücklegen, den man erhält, wenn 
man die Ordinate mn sucht^ die für die Gerade c^m der Äbscisse 
c^n correspondirt, welche diese Einheit der Zeit darstellt. 

Der Raum mn dient aber nach dem Früheren zum Maß der 
Geschwindigkeit der gleichförmigen Bewegung, mit welcher zu- 
gleich nach §. 4 die gewünschte Endgeschwindigkeit gefunden ist. 
Wird das Zeitelement cd unendlich klein gedacht, so kann die Sehne 
c^d^ als mit der Gurve zusammenfallend angenommen, die unend- 
liche Gerade c^E also auch als Tangente an dem Curvenpunkt c^ 
betrachtet werden'. Kennt man daher den jeder unendlich kleinen 
Ze^ cd oder c^dt correspondirenden Räum d^dit* ^^ erhält man mn 
auch mittels der Proportion: 

c*dt : ä^di = Chi : mn 
und, weil c<» =5 1, ,,. 



mn 



Cid-x 



Leicht sieht man nun, daß dieser Werlh nichts Anderes ist als 
die trigonometrische Tangente des Winkels, unter welchem die geo- 
metrische Tangente des Curvenpunkts c* die Abscissenaxe schneidet^ 
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Uro daher die Endgeschwindigkeit in irgend einem Augenblick 
einer ungleichförmig veränderten Bewegung zu erhalten, zeichne 
man eine Curye, welche die beobachteten Zeiten und Räume reapectiTO 
zu Abscissen und Ordinalen hat, und die trigonometrische Tangente 
an jedem Curvenpunkle mit der Abscissenaxe giebt die correspondi^ 
rende Geschwindigkeit des beweglichen materiellen Punktes. 

Daß dabei die gedachte Bewegungscurve zuweilen .c4>ncaT gegen 
die Abscissenaxe, oder conriex und cöncav mit beliebig rielen Wen- 
dungspunkten gestaltet sein kann, leuchtet Ton selbst ein« 

Ein anderes Mittel, die Gesetze einer ungleichförmig veränder- 
ten Bewegung zu bestimme^, besteht in der Verbindung der un- 
gleichförmigen Bewegung mit einer gleichförmigen. 

Das Verfahren hierbei kann nach den jedesmaligen Umständen 
verschieden sein. 

Handelt es sich z. B. um die Bestimmung der ungleichförmigen 
Bewegung eines geradlinig fortgehenden Schlittens oder Rahmens 
auf irgend einer Unterlage, so kann man diese Bewegung zuerst in 
eine Rotationsbewegung umsetzen, indem man eine Schnur an dem 
Schlitten anbringt und diese über eine feste Rolle leitet. Hierauf 
Itann man mit der Arne der Rolle eine mit Papier beklebte Platte 
so verbinden, daß deren Ebene senkrecht auf der gedachten Axe 
steht, zur Seite der Platle aber ein Uhrwerk anbringen, durch wel- 
ches ein beschreibender Stift so bewegt wird, daß er auf genannter 
Platte Curven verzeichnet, aus denen man auf die Relatfon zwischen 
Zeiten und durchlaufenen Räumen zu schließen im Stande ist. 

Das so eben beschriebene Verfahren hat Morin bei seinen in der 
Geostatik angeführten Rcibungsversnchen angewandt *). 

Kennt man die bei einer veränderlichen Bewegung naeh glei- 
chen Zeiten erlangten Endgeschwindigkeiten, so läßt sich die Größe 
des nach einer 'solchen bestimmten Zeit durchlaufenen Raumes mit 
Hülfe der Simpson*schen Regel auf eine für die meisten technischen 
Fragen hinreichend genaue Weise angeben. Trägt man nämlich die 
gleichen Zeiten als Abscissen AC, CE^EG etc. Fig. 37 der Geostatik die 
correspondirenden Endgeschwindigkeiten aber als Ordinalen AB, CD, 
. EF etc. einer Gurve auf, so giebt der Inhalt der Figur ABON den 
ungleichförmig durchlaufenen Raum**). 

Gesetzt, die ungleichförmige Bewegung hätte begonnen, nach- 
dem der materielle Punkt bereits eine Geschwindigkeit von zehn 
Metern erlangte, und die Endgeschwindigkeiten nach vier Sccunden 
wären, wie nachstehend, durch Beobachtung gefunden : 



*) ÄusrShrlJthes hierüber findet man in dem früher citirten eecheehnCen Bande 
der preuBischen Verhandlungen, m wie auch andere derartige Methoden in 
Morin' 8 Diseription de» appareils ehronometriques ä style. Metz 1838. 

**) Hierbei ist aber zu bemerken, daß man auf diese "Weise nur ein der Wahr- 
heit genähertes Resultat erhält, wenn die einzelnen Curveotheile BD, DF etc. 
sich sehr von der geraden Linie entrernen, weßhalb man in solchen Fällen 
die Ordioaten einander möglichst nahe za nehmen hat. Ehen so ist ad be- 
merken, daß die Rechnnngsresultate etwas zu klein werden, wenn die Gurre 
der Abscissenaxe die concave Seite ziHtehrt; dagegen werden diese etwas zu 
groß, wenn d\t Cnrre gegen die Absctsseoaxe oonvex gerichtet ist. 
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Zeiten 


OSec. 


l" 


2" ' 


3" 


4" 


Endgeschwin- 
digkeiten 


10«» 


12« 


12« 


10™ 


gm 



80 würde der Weg =^ S nach vier Seoanden sein, da mit Bezug 
auf die Bezeichnung des $. 51 (Geostatik) da^l, ii| ss= ]0, o^^^ 
12, «8 = 12, a4 =*= 10, «5 = 6 ist, 

5 = A j 10 + 4(12 + 10) +2. 12 + 6 ! =42,6Meter. 



Freier Fall und Wurfbewegung. 

S. 14. 

Eine eben so interessante als nützliche Anwendung von den 
Sätzen über gleichfönnig veränderte Bewegung läßt sich auf den 
freien Fall der Körper machen. 

Hierbei wird jedoch zuvörderst zu untersuchen sein^ ob und 
inwiefern die Schwerkraft als eine constante Kraft betrachtet 
werden kann. Naeh den Newtonschen Gravitationsgesetzen ($. 38 
der Geostatik) ändert sich die Acceleration der Schwerkraft im 
umgekehrten Yerhältaisse des Quadrates der Entfernung von der 
Erdoberfläche, eine Veränderung, deren Größe sich wie folgt 
beurtheilen läßt. 

Es mögen G und G* die Acceleratianen der Schwerkraft 
respective an der Erdoberfläche und von letzterer um h entfernt 
bezeichnen, der Halbmesser der Erde sei = r ===859|- geogra- 
phische Meilen. Sodann erhält man nach dem citlrten Gesetze 

G:G'^(r + h)^:r\'d. l 

Setzt» man h= i geographische Meile, als ungefähr größte Höhe 
der Über der Erdoberfläche vorkommenden festen Punkte, so 
folgt : 

Hiernach können wir also, ohne merklichen Fehler, fiir 
einen und denselben Punkt der Erdoberfläche die Schwerkraft 
als eoustant wirkend betrachten. 

Wegen Abweichung des Erdkörpers von der Kugelgestalt 
ändert sich die Wirkung der Schwerkraft aber auch noch mit 
der geographischen Breite und ist am Aequator am kleinsten, an 
den Polen am Größten, allein auch diese Veränderung ist für die 



■' ■*' M 
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gewöhnlichen (technischen) FHUe d^r hierauf bezüglichen Betrach- 
tungen und Rechnungen zu vernachlässigen. 

Da ferner, wie bereits früher bemerkt, die Wirkung der 
Schwerkraft sich auf alle materiellen Punkte oder Elemente ei- 
nes Körpers gleichmäßig erstreckt, so folgt auch, daß das Ge- 
wicht der. Körper auf deren IVeien Fall ohne allen Einfluß ist, 
und bei Ermittelung der Gesetze für den freien Fall die Körper 
als materielle Punkte betrachtet werden dürfen*). 

Aus Allem geht aber her\'or, daß. von den Sätzen über 
gleichförmig veränderte Bewegung auf den freien Fall der Kör- 
per im luftleeren Baume ohne Weiteres Anwendung gemacht 
werden kann. Besonders dabei zu bestimmen ist nur die 
durch die Schwerkraft erzeugte Acceleration oder die Ge- 
schwindigkeit am Ende der ersten Secuade. Diese Größe durch 
directe Fallversuche zu finden , wäre wohl das Natürlichste, 
allein es gewährt, wegen der großen Geschwindigkeit beim freien 
Falle, zu wenig Genauigkeit, weshalb man sich anderer Hülfs- 
mittel bedient, die zu kennen wir später ■ hinreichend Gelegen- 
heit finden werden. 

Aus solchen Versuchen ergiebt sich aber, daß man für 
mittlere geographische Breiten und nicht zu bedeutende Höhen 
über dem Meereishorizonte die Acceleration der Schwerkraft 
9,81 Meter setzen kann, welchen Werth wir in der Folge immer 
mit g bezeichnen wollen**). 

Beginnt daher der freie Fall eines Körpers von dem Zu- 
stande der Ruhe aus, so erhält man für iMe entsprechenden Ge- 
setze aus §. 1^0 und 11, wenn man zugleich ff statt G setzt 
und den Weg 5 mit h (Höhe) bezeichnet: 

r 

ir. / = -- 
ff 



*) Wenn die Erfahrung >owcilä0 diesem Sätze zu widersprechen scheint, so 
liegt der hanplsüclfliche Grund hiervon in d^n Widentande der LufW Unter 
dem Recipienten einer Luftpumpe laßt sich dicß geniigend erweisen. 
*'') Ist <f die geographische Breite eines Ortes an dem Afeereshorizonte, so liann 
man für g allgemein setzen : 

9= 9,80604 (1 - 0,002592. cos 2(p) ( 1 — ^ ^*) Meter, 

oine Gleichung, deren Ableituflg später folgen wird. Als Mlttelwerllie für 

vprsehiedphe' Länder ttfmmt man p wie nachstehend : ' 
England: ' 51 =s 32,20 ijngfische FnB 
Frankreich : g = 9,80896 Meter 
Hannover : g sr* $8,60 hannoversche PuB 
Oeslerrdch: j « 31,05 Wiener Fuß . . 

Preußen : g 3= 31,25 preußische Fuß 
Saebsen: g =;s. 34,64 Pmgdener Fuß. > 

Bühlmann's Geodynamik. 2 
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111. A = -^ ; 



=V 



IV. / ■' ^* 

V. A== 



'i9' 



VI. r== y2^ 

la V. wird h insbesondere die Geschwindigkeitshöbe ge- 
nannt. 

Wird der Körper mit irgend einer Geschwindigkeit c loth- 
recht ab- oder aufwärts geworfen, ist also die Acceleration ent- 
weder positiv oder negativ, so ergiebt sich eben so aus §.12 

vn. r = £?4:^^; 
vm. h^ct±^, 

Zusatz. Bei einem lolhrecht nufwärU gfi^wotfenen Körper 
laßt sich zunächst nach der größten Höhe = ü fragen, welche der-- 
selbe überhaupt zu ersteigen vermag. Offenbar erreicht er die größte 
Höhe, wenn die Geschwindigkeit der Bewegung gleich Null, d. i. 

nach VII. wenn c = ^/, oder die Zeit (1) /=^ verflossen is^k Somit 

9 
folgt aus VIII. 

Die Zeh »= t, weldiie er bedarf, um von dieser Höhe wieder 
an den ursprunglichen Ort zurückzufallen, ergiebt sich aus IV und 

(2) zu ^ 

Eben so erhält man hier die Geschwindigkeit, welche er an letzt- 
gedachtem Orte wieder erreicht, aus VI und (2) : 

(4) r = V'2gür=z c. 

Aus (1), (3) und (4) folgt aber, daß ein Körper eben so viel 

Zeit zum Zurückfallen bedarf, als zum Steigen nöthig war, und daß 

die durch das Zurückfallen erlangte Endgeschwindigkeii gerade so 

groß ist, als die, ivbnitt das Steigen begann. 

Beispiel 1. Mit welcher Geschwindigkeit muß ein Körper vertikal aufwärts 
geworfen werden, damit er nach 2 Secunden die Höhe von 30" erreicht, und welche 
Geschwindigkeit besiixt er sodann? 

Attflös. : c = 24-, 81.; r = 5", 19. , 

Beispiel 2. Ein Körper wird mit einer Geschwindigkeit von 30" lothrecht 
aufwärts geworfen, man soll angeben, nach welcher Zeit er den höchsten Funkt er- 
reicht, und welches die größte Höhe ist? - 

Aunös. : tr= 3,05 See., IT := 45", 8. 

Beispiel 3. Von der obefn MQndung eines Brunnens läßt man einen Stein 
in denselben fallen und beobachtet mittels einer Uhr, welche Zeit = t vergeht, bis 
man das Aufschlagen auf den Wasser8]>iegel hört. Man soll die Tiefe ^s x bis zum 



Fig. 6. 
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Wasfl«i^iegel bereebpen,- TveniL zvttetcb Iveachtet wer^tis s^ll, daß der Sobalt M 
trockener Luft, bei Null Grad Temperatur und bei mittlerem Barometerstande eine 
Oescfawmdigkelt r=: c = d32"',lö besitzt, und daB' sieb diese Gesebwindigkeit dir je- 
den -{- Grad des bunderttbeiligeii Tbermometeri qA 0,63 *} revirößert ? 

Aunös. ; « = *i| « -f- ^ -• Vctc'{-2gö\. 

Der vorige Paragraph euthält die Gesetze für die Bewegung 
vertikal auf« oder abwärts geworfener Körper, hier wollen wir. die 
aufsuchen, welche Statt finden, wenn die Körper im luftleeren 
Räume ia einer Richtung geworfen werden,, die mit dem Hori- 
zonte irgend einen Winkel bildet. Dabei werde aber angenom- 
men, daß alle materiellen Punkte des geworfenen Körpers von 
irgend einer Kraft dieselbe progressive Bewegui^ empfingen, so 
daß wir nur . nöthig haben, die Bewegung eines der körperlichen 
Punkte zu betrachten. 

Ist hier AC Fig. 6 die unter einem Winkel a gegen den 
Horizont geneigte Richtung, nach welcher der msfterielie Punkt 

mit eiher Geschwin- 
digkeit c geworfen 
ist, so wird, entspre- 
chend der Schwer- 
kraftsrichtung, zu- 
vörderst anzuneh- 
men sein, daß die 
Bewegung in der 
durch AC gelegten 
Vertikalebene vor 
sich geht Um sodann 
^ jj den Ort des beweg- 

•' ten Punktes nach 

irgend einer Zeit zu bestimmen,. w^hle-num die Horizontale AX 
als Abscissen, die in A errichtete Vertikale AY. abei: als Or- 
dinatenaxe, und suche füi* die .gegebene Zeit Abscisse und Or- 
dinate des bewegten Punktes. , . 

Zu diesem Ende werde c durch AD dargestellt und durch 
Zerlegung respektive die horizontale iMid^ die vertikale Seiten- 
geschwindigkeit AE und Dil gefunden, fiir welche man zu- 
gleich erhält 

ABjw:<r. cos«; 
DE = c. sin cf. 
Befindet sich dann der materielle Punkt nach der Zeit / 
in F, so wird, nachdem man das Perpendikel FG gefältt hat. 




!) Oathier Worterbveh dter Pkt^ik. Ailih«^: „Sokfitt*' Seite 404. 

2^ 
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AG der Weg sein, den er nach horizontaler Richtung ziirilek- 
legte, indem nach dieser Riehtung die Wirkung der Schwerkraft 
ohne EinfluB sdn muß. Setzt man daher AG=:Xi so folgt. 

(1) x = ct. cos ct. 

Den vertikalen Weg FG wird er aber wie ein materieller 
Punkt, durchlaufen, der mit der Anfangsgeschwindigkeit r . sin a 
vertikal aufwärts zu steigen begann; setzt man daher FG=^y 
und beachtet, daß für den vorliegenden Fall die Erd-Accelera- 
tton negativ zu nehmen ist, so erhUlt man nach YIIL $.14 

(2) if=ct. sina — ^gf*- 

Eliminirt man hieraus durch Verbindung mit (1) die Zeit /, 
so folgt ferner: 

I. y=a?.fi^a— TT—r z-x^; 

2 c* cos «2 

die Coordinatengleichung der von dem geworfenen Körper, bei 
den gemachten Voraussetzungen, beschriebenen ßahn. 

Aus dieser Gleichung erhellt, daß die Bahn keine gerade 
Linie, sondern eine krumme Linie der zweiten Ordnung ist, in- 
dem, wäre das Erstere der Fall, nach geometrischen Sätzen, y 
und X zugleich in. der ersten Potenz vorkommen müßten. 

Wird der Körper statt aufwärts unter demselben Winkel 
abwärts geworfen» so folgt, indem sodann die Acceleration ff 
positiv zu nehmen ist, 

§. 16. 

Mit Hülfe der Gleichungen des vorigen Paragraphen lassen 
sich alle Fragen beantworten, welche über Wurfbewegung im 
luftleeren Räume aufgestellt werden können. 

Wir wollen zuerst den Punkt S Fig. 6 bestimmen, wo der 
geworfene Körper den Horizont erreicht. 

Hierzu wird nur nöthig sein, in der Gleichung L y = ö zu 
setzen, so daß man erhält 

Aus diesem Ausdrucke folgt aber 

iT.^sin 2 et 
x^=o und ar= , 

. 9 
wovon der erste Werth kein anderer als der sein kann, welcher 
dem Anfangspunkt A der Bewegung entspricht, wogegen der 
zweite den Punkt B angeben muß, wo der Körper den Horizont 
des Anfangspunkts A wieder erreicht. Die horizontale Entfernung 
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AB nennt man dabei die Wurfweite, uml n^n erhüJt, wenn 

dieselbe mit w bezeichnet wird, 

c.* sin 2 a 
(1 u> = . 

Was die Zeit betrifit, nach welcher der geworfene Körper in 
B ankommt, so wird man diese finden, wenn man den für w 
gefundenen Werth statt j? in (1) des rorigen Paragraphen setzt 
und auf t reducirt. Es ergiebt sich daher 

,_2^,sin^ 

Für «=s45® muß die Wurfweite (1) am größten werden, 
da für diesen Werth sin 2 a = 1 wird. 

Nimmt man ferner einmal a = 45^ — ßy ein anderes Mal 
a=45^-4~/^> ^^ ^^^ ^^^ Wurfweite in beiden Fällen gleich, wor- 
aus folgt, daß man bei Richtungswinkeln, die sich zu 90^ er- 
gänzen, gleiche Wurfweiten erhält. Setzt man aber die gedach- 
ten Werthe für a in (2), so findet man zugleich, daß die zuge- 
hörigen Zeiten verschieden sind. . ; , 

Aus der Yerbindunj^ von (1) und (2), indem mau c ent- 
fernt, ergiebt sich noch 



(3) /=^|/ 2#^»a : 



$. 17. 

Will man einen Ausdruck flir die größte Höhe, gewuhnlieh 
€nlminationshöhe genannt, haben, . welche der geworfene K4Nr|»er 
bei seiner Bewegung erreicht, so sieht man leicht, daß nur nö- 
thig ist, nach der Lehre vom Maximum und Minimum zu be- 
stimmen, für welchen Werth der Abscisse j? in der Hauptglei- 
chung I. die Ordinate p ein Größtes wird. Allein es kann dieß 
auch iauf nachstehende Weise ermittelt werden. 

Es muß nämlich der Körper so lange steigen, bis : seine 
vertikale Gesphwindigkeit c. sin a durch den Einfluß der Sctiwer- 
kraft zu Null geworden, d. h. bis ^/ = c . sin er zu setzen isf. 
Dieß giebt aber 

c . sin (X 

(1) / = ^— . 

Fährt ihän dieseti Werth in (2) $. 15. ein und bezei<;hn,et 
die Culminationshöhe mit A, so ergiebt sich diese zu 

(2) h = — ' -^\T^ 

2g 

Vergleicht man (1) mit (2) des vorigen Paragraphen, so 
fmdet mau zugleich, daß der geworfene Körper in der Hälfte 
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der Zeit culmiuH nÄch welcher er bei B den Horizo&t wieder 
erreicht. 



S. 18. 

Um jetzt noch 
die geometrische 
Gestalt der von 
dem geworfeni^n 
Körper beschrie- 
benen Bahn näher 
kennen zn lernen, 
werde die Gleichg- 
ang I. (oder IL) 
des §. 16 so am-* 
... ^ . geändert, daß die 

Absotssen auf der Calminatlonshöbe jö7 Flg. 7 und zwar vom 
höchsten Punkte H aus, die Ordinaten ^ber paralieb mit dem 
Horizonte AB genommen werden. 

Setzt man zu diesem Ende für einen beliebigen p\nkt ^-F 
der Bahn die Abscisse HK = a?i , die zugehörende Ordinate 
FK=^yiy so erhält man in Bezug auf die früheren oder alten 
Ordinaten, und femer wegen AB^=tVy HI=^h, 

Substituirt man diese Werthe in die Gleichung I. §. 15, 
setzt femer für w und Ä die in $. 16 und §.17 gefundenen 
Au$drttcke, so erhSk matt endlich nach eatspreehender Re- 
ducCion: 




91 



2r.''cosa» 



Xi 



Diese Gleichuag jseigt ^er, daß die Bahn nich^ Anderes 
als eine gemeine Parai^l ist, dqren Scheitel in H liegt, die HI 

zur Abscissenaxe und -^- zum Parameter hat. 

§. ItJ- 
Zur Erläuterung und Anwendung der vorhergehenden Sätze 
mögen hier foflgende Aufgaben »md Bemerkungen Platz finden.^ 
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Fiff* 8. Aufgabe i. Aus ei- 

nem Punkte A Fig. 8 soll 
mit einer Anfangsgeschwin- 
digkeit == c, in geneig- 
ter Richtung gegen den 
Horizont, ein Körper ge- 
worfen und damit ein in 
£ befindliches Ziel getrof- 
fen werden, dessen Coor- 
dinaten über den Horizont von Ay AC=m, CB==:n gegeben 
sind; es fragt sich, unter welchem Richtungswinkel =x a der 
Wurf geschehen muß? 

Auflösung. Aus I. §. 1 5 ergiebt «ich sofort: 

ff • , • 1 

n==m.faa— . . ^ 7»»'? ^^^^ wegen Ciosa»= — , ■ ■ - » 

il5=/ii./ya— ^r- (1 + ^^a^) und hieraus: 

Letzterer Ausdruck läik erkennen: 

1. daß die Möglichkeit des Treffens an die Bedingung ge- 
bunden ist c*'^ff{m^ff'{'2c^n); 

2« daß das Ziel unter zwei verschiedenen Richtungswinkeln, 
nämlich einem sleiiern, wie z. B. [^DAC und einem fläehera 
z. B. l^EAC zu erreichen ist. 

In letzterer Beziehung werde noch Folgendes bemerkt. 
Bräa Werfen von Geschützkugeln wird in der Regel der stei- 
lere Winkel gewählt, wenn man Gegenstände von oben herab 
einzuschlagen beabsichtigt, dagQgeii nimmt man den flächern 
Winkel, wenn man Ricochettschilsse (Ricochettiren . <=s Wieder- 
aufspringen) machen will.» Uebrigens bangt i das Rie^efaetüren 
selbst noch von der Gestalt und Beschaffenheit (Elasticität oder 
Härte) des zu treffenden Objektes so wie des geworfenen Kör- 
pers ab. Weiteres hierüber folgt s|>äter beim Stoße fester 
Körper- 
Aufgabe 2. Aus einer SchützenÖdbung tritt ein Wasser- 
strahl unter einen gegen den Horizont gerichteten Winkel == a 
mit einer Geschwindigkeit == c heraus. Es soll bestimmt wer- 
den, welche Richtung und welche Geschwindigkeit ein Punkt 
xlieses Wasserstrahles in einer Horizontalebene besitzt, deren 
Yertikalabstaod von der Mündung ==== A ist? 

Auflösung. Setzt man in U. §. 15 A statt y^ so erhält 
man die ^u & gehörige Abscisse 3c= ir zu: 
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(j^ sin 2 a , l/c^sm^2a , 2i:*cos. »a , 

Zur Ricbtungsbestimmung sei ß der Winkel, den die Parabel- 
taugente an dem fraglichen Punkte mit der Vertikale bildet, so- 
dann folgt, weil bei der Parabel die Subtangente gleich der dop- 
pelten A{)scisse etc.: 

endlich erhält mai^ fUr die gesuchte Geschwindigkeit = u den 
Ausdruck : 

u = Vc^cos. ^a-\^2gh. . 

Zusatz. . Bei sehr .nohneUen Bewegungen, wie die der Ge- 
schüUE- und Gewehrkugeln sind, weichen die bis jetzt über Wurf- 
bewegung entwickelten Sätze höchst auffallend von der Wirklichkeit 
ab, eihe Erscheinung, die ihren Grund in detn bei unseren Entwicke- 
lungcn vernachlässigten Luftwiderstände, ferner darin hat, daß solche 
Kugeln meistentheils außer ihrer föHschreitenden Bewegung nocii 
eine drehende um irgend eine Axe haben, so wie auch ^in der un- 
bestimmten Angabe über die Wiriiung des Schießpolyers'un^ in der 
damit zusammenhäugenden Anfangsgeschwindigkeit der Bewegung. 

Die mannigfachen Bemühungen, be» Auf^teUungen «iner Theorie 
über die Bewegung, geworfener Körper (Ballistik) a|le Torgenannten 
Umstände zu berücksichtigen, und daraus mit der Erfahrung über- 
einstimmende und für die Praxis . brauchbare Schlüsse zu ziehen, 
sind überhaupt bis jetzt durchaus nicht mit dem Erfolge gekrönt 
worden, d^n näan bei dem- g/egei^wärtigeii Standpunkte der Analysis 
erwarten dürfte. . " ••. 

Indem wir daher in Betreff dierarliger Theoiien auf die unten "^j 
^itirlen Werke verweisen, bemerken wir hier nur Folgendes: 

1. Für gleiche Anfangsgeschwindigkeiten (gleiche Pulverladnn- 
gen) lassen sich aus den Glieichungen (1) (2) und (3) S-lö folgende 
andere ableiten. Sind nä/nlich ai und «2 die RicIituDgswinkel, Wt 
und W2 <lie Wnrfweiten und /i'und t-^ die Zeiten zweier Würfe uu^ 
ter gedaektev Vorauäsetziüig, so erhält man 

'M?i 8in2ai "ti . siniti ii l/w^tfea* 

iVi sin 2^ tz sinai * t^t ' u^atgo^ 

Gleichungen, die sich bei gieringen Anfp^ngsgesphwindigkeiten dazu 
benutzen lassen, mittels sogenannter Wurftafeln (Probewürfeo) den 
Richtungswinkel oder die Wurfweite, und Dauerzeit^ eines Wurfes 
?^u berechnen, der von einem in der Wurftafel verzeichneten wenig 
verschieden ist. , " ' 



T) BesMi^s; einpreblensvreiih :i$t: Rouvr oy ;(Küjjigl. Sächsischer Artillerie- 
Hauptmann; Mechanik, Bresden und Leipzig' bei Arnold 183t. Seite 128; 
ferner: Hutton (Latc Profeissoiv of MRäiema(i69 in'tbfe B«faL MiHtsifjr Aca- 
demy, iWotawich), T^acts. YhU ,111. -Theorie | «ad Practipc of <]fun«ery. p. 
209^ London i812. Weiter ist anzufiihreiv: Lehmus, Anwendungen des 
höheren Gaiculs. Theorie der Bcwegtfng ton Kag«!«' in der Luft, S^ite 168 
etc. Leipzig 1836. 
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2* Wegen des Lrtiltwiderstandei etc. iBt der Hichtungswinkel, 
welcher die größte Wurfweite. $.16 giebt, stets kleiner als 45^ and 
zwar um so bedeutender, je größer die Anfangsgeschwindigkeit der 
Bewegung ist. So beträgt er bei Mörsern 42o bis 44^ bei Hau- 
bitzen 30 bis 35®; bei Kanonen und wahrscheinlich auch beitäf klei- 
nen Gewehre etwa 20®. 

3. Die Tom Projectile beschriebene Curve ist niemals eine 
gemeine Parabel. Bei geringen Anfangsgeschwindigkeiten, wo man 
den Luftwiderstand dem Quadrate der Geschwindigkeit proportional 
annehmen kann, scheint die beschriiebeBe Curve zur Familie der Hy- 
perbeln zu gehören, deren beide Schenkel oder Aeste ganz yerschie- 
den gestaltet sind, tind woTon der aufsteigende Ast eine gegen den 
Horizont, geneigte, der absteigende Ast dagegen eine lothrechte Asjm- 
totc hat. Per Scheitel der Bahn liegt also nicht über der Mitte der 
Wurfweite, die Culminationshöhe ist geringer, als die nach der 
Parabeltheorie gefundene etc. 

4. Für den Techniker behält die Parabeltheorie demungcachtet 
eine gewisse Bedeutung, da dieselbe beim Ausfluß des Wassers aus 
Gefällen, bei der Beurtbeilung springender Wasserstrahlen, bei der 
Construction der Wasserräder etc. YOrtheilhaft benutzt werden kann. 



Drittes Kapitel. 
Nichtfreie Bewegung. 

S- 20. 
Bewegung auf einer schiefen Ebene. 

■ 

Einer der einfachsten Fälle, den man von der Bewegung 
auf vorgeschriebenen Wegen betrachten kann, ist die Bewegung 
ehies materiellen Punktes auf einer schiefen Eben^« Ist er so- 
dann allein der Schwerkraftwirkung unterworfen, und siebt man 
(zunächst) von der Reibung ^b, so kann die entstehende Bewe- 
gung offenbar nur eine gleichförmig veränderte^ sein. Für die 
Acceleration dieser Bewegung in der Richtung der schiefen Ebene, 
erhält man aber, wenn a der Neigungswinkel der schiefen Ebene 
ist, mittels des Parallelografmmes der Accelerationen« tibri^ns 
ganz wie §.92 der Geostatik zerlegt, 

G = g sin a; 
daher aus den Gleichungen fUr die gleichförmig veränderte Be- 
wegung $. 12, wenn man zum Unterschiede von den dortigen 
Bezeichnungen hier die betreffenden Buchstaben mit Strichen 
versieht: 

V* =ic*-\- gt* sin g; 

I. { 8*=c't'-]- --- sin a ; 

f?' = Vc'^-f-2^«'. sin a etc. 



^ 
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Hinsichtlieh der Zeichen ist zu bemerken, daß die oberen 
oder tintereu gelten, je nachdem die Anfangsgeschwindigkeit c* 
ab- oder aufwärts der schiefen Ebene gerichtet ist. 

Für & «= Null folgt: 

r' ==^/'sina; 




«' -^ - « gm' a ; 

V* «= y Igs*. sin a etc. 

Zusatz« Vergleieht man die vor- 
stehenden Formeln unter 11.. mit 
jenen §.12 für den freien FaR ^gefun- 
denen , nämiteh v = gt j A = ^-- 

V = V^gh etc., so ergeben sich meh- 
rere interessante und werth Tolle Sätze. 
1. Zieht man z. B. im Kreise 
Ffg. 9 eine Sehne AB^ und fällt aus B 
auf den Durchmesser AD die Normale 
BCj setzt ferner /_ABC^=sa, so ist AB 
^ sin a = ^C, oder weil AB == s', AC 

i=^_s', sin a, daher wenn letzterer 
Werlh in den Ausdruck für v' unter II sobsUtuirt wird: 

V = V2ff.AÖ, d. h. 
der materielle Punkt erlangt beim Durchlaufen der 
Länge einer schiefen Eben e dieselbe Endgeschwin- 
digkeit, als wenn er die Hö he derselben frei durch- 
fallen hätte. 

2. Für /=:^ folgt: 5' = A.8ina. Zieht man demnach ferner iu 

AB s' 
Fig. 9 die Sehne BD, so ist auch sin a = -j^ = -r^ , oder s' =si AD 

sin a folglich 

AD sin a =^ A . sin a , d. i. 
AD==h, d. h. 
der materielle Punkt durchläuft die Länge derSehne 
eines Kreises in derselben Zeit, während er den 
Durchmesser dieses Kreises frei durchfällt. 



$. 21. 

Mit Hülfe des vorigen Paragraphen läßt sich nun die Be- 
wegung eines materiellen Punktes über mehrere mit einander zu- 
sammenhängende schiefe Ebenen AB, BC und CD Fig. 10 
beurtheilen, welche bezüglich die Winkel (p und \}> mit einander 
bilden. 
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Fig. 10. 




..E 



Man ziehe deBhalb die Ho- 
rizonCalen BJE, CF und DG und 
voa A aus die Vertiko AG. 
Beginnt dann der Körper seine 
Beweg;ung vom Zustande der 
Ruhe, so hat er, von ,4 aus 
in B angekommen, eine End-- 
geschwindigkeit sä vi erreicht, 
^ für welche nach vorigem Pacar 
graphen ist 



• (1) Vi^VJg^AE, 

Im Punktet zerlegt sich diese Geschwindigkeit in die Seiten- 
geschwindigkeiten Vi sin <p und t>i cos (p, wovon,, da die erstere 
vom Widerstände der Kbene BC aufgehoben wird, nur die leU-* 
ter^ als An£angsges<^wkkdigk(iit. lür die zweite Ebene verbleibt. 
Der hierbei entstehende <]^eschwindigkeit9verlust ist folglich 
fr, -^ Fl cos (p =»f^i (l — cos (f)) = 2ri sin | o)*. 

Um hiernach die Endgeschwindigkeit c= t?2 in C zu erhal- 
ten, bemerke man, daß nach §• 20 v^ = V c'*-}~2^«' sina 
ist. i*ftr unsera Fall ist aber c=ri co»<p, s' ==:BC} sin a==; 

EF 

-I, daher . - 



BC 



I P ■ P 1 >N^^^ 



(2) , vt — Vvi^ coscp» + 2g. EF; 
oder, wenn man hier den Werth für ri aus (1) sub^tituirt, 

(3) f?a = V 2ff. AE, COS (f^-^ 2g. EF. 
Nach (2) wird man ferner fttr die Endgeschwindigkeit = u^ 
in D auf der dritten schiefen Ebene auch erhalten 

^8= V Videos }\>^,-\- 2g, FG; so wie 
wenn man den Werth aus (3) substituirt 

(4) t?3 = V {2g.AE, cos (p^ -f- 2g . EF) cos tj)» -f- 2g, FG. 

Ueberhaupt sieht man aber, wie sich hiernach die Endge- 
schwindigkeit flir jede beliebige Zahl zusammenhängender Ebenen 
finden laßt/ 

Auf einem ähnlichen Wege könnte man ^uch die Zeiten 
ermitteln, welche diesen nach und nach erlangten Endgeschwin- 
digkeiten entsprechen. 

. Es läßt sich ferner nunmehr auch 
die Endgeschwindigkeit* angeben, wo- 
mit ein sich in einer Curve AM Fig. 1 1 , 
die in einer vertikalen Ebene liegt, von 
A aus bewegender materieller Punkt 
an irgend einer Stelle z. B. in i? an- 
kommt. 



Fig:n. 



^i— ^«-r. 
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Denn denkt man sioh die schiefen Ebenen in Fig. 10 unend- 
lich klein, so kann man dieselben mit den Elementen einer Cui've 
zusammenfallend annehmen. Dann sind aber auch die Winkel cp und 
i|) unendlich klein oder Null zu setzen, so daß man aus (4) erhält 

rs = V 2g\AE + EF-^FG)= V 2g AG. 
Es erlangt also der materiellePunkt bei der Be- 
wegung in einer Curve, welche in vertik alerEbene 
liegt, in irgend einem ihrer Punkte D dieselbe 
Endgeschwindigkeit, als wenn er von der zugehö- 
rigen vertikalen Höhe AG frei herabgefaTlen wäre. 
Anmerkung. Ist AM Fig. 11 der Bogen einer Cjcloide, so laßt 
sich nachweisen, daß unter allen möglichen Gurven, die zwischen A und 
M enthalten sein können, ein Körper in gedachter Curye wahrend der 
kürzesten Zeit Yon A aus zum tiefsten Punkte M derselben herab- 
läuft. Die Cycfoidc heißt deßhalb auch Braehystochrone oder Linie 
der kürzesten Pallzeit. Ferner lässt sich für diese Gurre zeigen, 
daß ein Körper immer in derselben Zeit ini tiefsten Punkte M an- 
langt, er mag seine Bewegung yon A, D oder einem andern Punkte 
derselben beginnen. Aus diesem Gründe wird die Gjcloide auch 
Tautochrone (Isochrone) oder Linie des gleichzeitigen Falles genannt. 

. Betrachten wir jetzt die Bewegung euies materiellen Punktes 
in einer ganz beliebigen Gurve, welche nicht in vertikaler Ebene 
liegt; wenn der Punkt weder der "Wirkung der Schwerkraft, noch 
sonst einer anderen accelerirenden Kraft unterworfen ist, der- 
selbe bloß vermöge emer (durch eine Momentankraft ertheil- 
ten) Geschwindigkeit seine Bewegung in der Gurve beginnt 
und fortsetzt. 

Fig. 12. Es sei AB Fig. 12 die 

gedachte Gurve und AD die 
Richtung der Geschwindigkeit 
= r, in welcher sich der 
malerieliePunkt fortbewegen 
würde, w(^iin ihn die Gurye 
nicht zur Bewegung ia ihr 
zwänge, also von der Rich- 
tung AD ablenkte. Für ein 
beliebiges Stück AC der 
Gurve ziehe man in ^4 und 
C die entsprechenden Tan- 
genten AE und CD, welche 
sich in einem Punkte D 
schneiden mögen, und wo- 
bei wir annehmen wollen, 
diiß y das Bogenmaß des dabei gebildeten Winkels CDE für 
den Halbmesser = 1 sei. Fernci; denken wir uns statt der 




29 

Curve «in Polygon von der Art, da0 jede Seke desselben mit 
der Verlängerung der nächst verhergehenden einerlei Winkel 
vom Bogenmaße = (p bilde. Zieht man sodann zu den ver- 
längerten Seiten von D aas respective Parallelen, so wird, wenn 
n Polygonseiten vorhanden sind, der Winkel CDE ebenfalls in 
n Theile getbeilt und es ist y = /i q). 

Denkt man sieb mm .das Bewegliche statt in der Curve auf 
dem Perimeter des Polygones fortgehend, so ist nach vorigem 
Paragraphen die Geschwindigkeit nach der Richtung ^n^; rcostp, 
in der Richtung (m^: r cos cp . cos cp, in der Richtung der drit- 
ten Polygonseite: rcoscp' u. s. f. endlich als Geschwindig- 
keit in der «ten Polygonseite : r cos (p". 

Hierdurch ergiebt sich aber, daß bei dieser Bewegung über- 
haupt eine Geschwindigkeitsverlust = w entsteht, für welchen 
man erhält: 

«7 = t? (1 — cos (po) = r (1 — cos (p) (1 -f- cos cp -^ cos (p^ . . . 

-|- cos (pn-2 _|_ cos (p"-l). 
Es ist aber stets cos <p , cos (p ^ . . . kleiner als Eins, daher auch 

IV <C t' (1 — cos (p) (1 + l +• 1 + )» d- i. . 

fr<^r(l — coscpJT», oder 

w < 2nv, sin^ (p^ also um so mehr auch 

w < nv, (p * , d. i. wegen «(p = y 

Für ein Polygon von unendlich vielen Seiten wird folglich 
auch w unendlich klein, mithin für eine Curve w gleich Null. In 
letzterem Falle nennt man cp den Winkel der Contingenz. Ueber- 
haupt ergiebt sich folgender Satz : 

Tritt ein sich gleichförmig bewegender mate- 
riell er Punkt nach derKichtung der entsprechen- 
den Tangente in eine Curve, so findet kein Ge- 
schwindigkeitsverlust Statt, und er. bewegt sich in 
der'Curve mit unveränderter Geschwindigkeit, d. i. 
gleichförmig fort. 

Bei der Beantwortung vieler technischer Fragen (vornehm- 
lich bei der Bewegung flüssiger Körper] ist der sich zugleich 
ergebende Satz von großer Wichtigkeit, daß bei 'unendlich klei- 
nen Richtuhgsveränderungen der Bewegung der Geschwindig^r 
keitsverlust ebenfalls unendlich klein ist. 

Zusatz 1. Wird der materielle Punkt bei der Bewegung in 
der Cucre toq einer accelerirenden Kraft oder von oielireren Kräf«- 
ten, die sjch zct einer einzigen zuB^mmensebienr lassen, angeregt ; die 
stets nach der Tangente des betreffenden. Curvenpunktes gerichtet 
sind, 80 Jäßt sich (am besten mit Hülfe höherer Rechnungen, in der 
höheren Mechanik) zeigen, daß ebenfalls ein Verlust an Geschwin- 
digkeit, und respective an Kraft nicht Statt findet. 

Dasselbe kann endlich auch dann nachgewiesen werden, wenn 
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die Kfaft ganz beliebig gerichtet ist. lu diesem Falle läßt sich 
dieselbe in zwei andere zerlegen, woTon die eine im Sinne der Tan- 
gente gerichtet ist, welche sich an dem Orte ziehen läßt, wo sich 
der materielle Punkt so eben beflndet, die andere rechtwinklig auf 
dieser Tangente steht. Letzlere wird sodann yon dem Widerstände 
der Gurre vernichtet, und übt keine Wirkung auf die Bewegung 
des materiellen Punktes aus, wogegen erstere anf die Gurre keine 
Wirkung ausübt, sondern den mittlem Pnnkt zur Bewegung- anregt. 
Für den besondern Fall, daß die Gurre in vertikaler Ebene liegt, 
und das Bewegliche allein ron der Schwerkraft angeregt wird, ist 
das Vorbemerkte durch den Schlußsalz des §.21 erwiesen. 

S- 23. 

Wir haben uns nunmehr noch Renntniß Ober die Seiten- 
geschwindigkeiten zu verschaffen, welche im vorigen Paragraphen, 
bei der Bewegung des materiellen Punktes auf den Seiten eines 
Polygones, vernachlässigt würden, und welche allgemein unter der 
Form V sin t|) dargestellt werden können. 

Hat das Polygon unendlich vi^ Seiten, so wird v sin t{) zu 
rt|>, in welchem Falle 'wir aber das Polygon als Grenze einer 
entsprechenden Gurve betrachten können. 

Da nun ein in Bewegung begriffener materieller Punkt ver- 
möge seiner Trägheit stets in geradliniger Richtung fortzugehen 
strebt, so wird man, wenn er genötbigt ist, sich ii| einer vorge- 
schriebenen Gui*ve zu bewegen, auf das Vorhandensein einer 
ablenkenden Kraft (eines Widerstandes) schließen können. Es muß 
aber diese Kraft gleichgeltend derjenigen sein, welche in einer 
unendlich kleinen Zeit % die unendlich kleine Geschwindig- 
keitsänderung tip zu erzeugen vermöchte, würde dieselbe nicht 
fortwährend dorch den Widerstand der Gurve vernichtet. Als 
Maß filr diese veränderlich wirkende Kraft oder deren Accelera- 
tion eriiält man jedoch nach ^.13 

(1) <?=^. 

Hierbei ist zugleich zu beachten, daß letztere (entsprechend der 
Richtung von rt|)) in ^er Richtung des Krümmungshalbmessers des 
jedesmaligen Punktes der Bahn wirksam sein muß, und weshalb 
man sie auch Normal- oder Gentrifugal-Acceleradon zu 
nennen pflegt; endlich bemerke man, wie aus dem Vorstehen- 
den erhallt, daß durch diese Aeeeieration allein die Ablenkung 
des BewegKehen von der geradlinigen Richtung nieht aber eine 
Aenderung der Geschwindigkeit veranlaßt wird. 

Suchen wir jet^t noch den Contingenzwinkel i|) durch an- 
dere Größen auszudrücken. 
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Fiff. 13. Hterau mögen AB und 

AC Fig. 13 zwei aufein- 
dndef folgende und gleiche 
Elemente des Grentspoly- 
gons der Gurre darstellen, 
welchen der Contingeüzwin- 
kel t[> entspricht, tn der 
Ebene derselben ziehe man 
von A aus eine Gerade AO, 
welche den Winkel BAC 
halbirt, so wird diese die 
Richtung, und irgend ein 
Punkt O derselben den Mittelpunkt des Krümmungshalbmesser^ 
^O = Q für den Punkt A darstellen. Fällen wir ferner von 
O aus resp. auf AB tmd AC Normalen, 0£, O^, so werden 
E und F respective in den Halbirungspunkten der Seiten AB 
und AC liegen. Sodann i^t jedoch auch 

/£OJ^+180« — tf) = 180*, also lEOF^'-i\), oder 




lAOF 



2 



so wie ferner: 



. t}> AF 

— — ein ' 



2 Q 

2AF 



, oder wegen Kleinheit von i}> : 
AC 



sin / AOF= sin 



Beim Uebergange des Polygones zur Curve wird die Seite AC 
gleich der Länge ebs c eines Elementes der Curve und q ist 
der zugehörige Krümmungshalbmesser, folglich: 

Q 
Diesen Werth in (t) gesetzt, giebt 

Nach $.13 ist jedoch -^=9, daher überhaupt: 

Q 
als Ausdruck für die Normal- oder Centrifugalacceleration» wenn 

auf den bewegten materiellen Punkt keine (accelerirende) 
Kräfte wirken, erstere also allein aus der Trägheit des Beweg- 
lichen resulth*t. 

Die Gleichung I läßt sich noch folgendermaßen ausdrtteken : 
die Wirkung (der Druck), die ein materieller Punkt gegen eine 
Curve oder krumme Fläche ausübt, in welcher er sich vermöge 
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seiner Trägheit gleiebförmig bewegt, ist gleich dem Quadrate sei- 
ner Geschwindigkeit, dividtrt durch den entsprechenden Krüm- 
mungshalbmesser der Cunre oder Fläche. 

Zusatz. Wirken accelerirende Kräfte auf den materiellen 
Punkt und ist R die resullirende Acceleration derselben, welche mit 
der Normale der Cur?e an der betreffenden Stelle den Winkel a 
einschließt, so wird man statt (1) erhaltet: 

(r = — + Ä cos a 

§. 24. 

Ein in der Technik recht häufig vorkommender Fall ist die 
nicht freie aber gleichförmige Bewegung eines materiellen Punk- 
tes auf der Peripherie eines und desselben Kreises, weshalb wir 
diesem besondere Betrachtungen widmen wollen. 

Wie bei der Bewegung in jeder behebigen Curve wird auch 
bei der Kreislinie die Geschwindigkeit des Beweglichen durch 
rectificirte Länge desjenigen Bogenstückes dargestellt, welches in 
einer , Secunde gleichförmig durchlaufen wurde. Bezeichnet da- 
her c diese Geschwindigkeit, und durchläuft der materielle Punkt 
die Peripherie eines Kreises vom Halbmesser = r in t Secun- 
den n mal, so folgt 

(»,) '^ = —7-' 

aus welcher Gleichung stets eine der vorkommenden Größen 
[jils unbekannte) gefunden werden kann, wenn die drei anderen 
gegeben sind. 

Statt der Umfangsgeschwindigkeit == c führt man sehr oft 
die Geschwindigkeit ein, welche ein Punkt derselben Kreisfläche 
in der Entfernung = 1 vom Mittelpunkt besitzt, d. i. den in der 
Secunde vom Radius = 1 beschriebenen Bogen oder Winkel 
und welche deshalb auch »Winkelgeschwindigkeit« ge-r 
nannt wird*). Bezeichnen wir die Winkelgeschwindigkeit mit 

CO, so ist o = — , folglich aus (1) 

r 

Zusatz. Wendet man Vorstehendes auf die Fälle des §. 8 
an, so lassen sich alle Fragen beantworten, welche für die Bewe- 
gung mehrerer Pankte in derselben Kreislinie aufgestellt worden kön-^ 
nen. Fragt man z. B. nach der Zeit der ersten Begegnung zweier 
Punkte, die sich respective mit den Geschwindigkeiten c und c\ wo 
wo €'>■ c\ auf dem Umfange eines Kreises yom Halbmesser = r 
gleichförmig bewegen, wenn deren anfänglicher Abstand = 2r7C ist 
and beide ihre Bewegung gleichzeitig beginnen, so erhält man 

*) Hinsichtlich der Winkelgeschwindigkeit einer ungleichförmigen Cl>reh-) Be- 
" wtgung ist das §. 4 Bemerkte in Betriicht zu ziehen. 



ßß 
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Beispiel 1. Wie groß ist die Crescbwindi^keit. eines Punktes im äußeren Um- 
fange eines horizontalen lV«sserades , ^de^n Halbmesser 0^, 155 ist, and 
. .'welch<y|;pp. Hinale 2300 Un^änge nlacl^? - 

Ann.: c=37,3 Meter. 
Beispiel 2. Wie viel Umgänge pr. Minute muß die stehende Welle eines Pferde- 
gOpelf maphen, wobei die mechanisebe Schweogellänge 6* beträgt, wenn man 
«veid/ daß die TOrCbeilhaflestb Gescbyvih^gkeit,' wödiit das Pferd bei dieser 
Mfisefaine arbeitet 0*,9 ist? 
.. Aafl.i 1,7 Uiigäoge pr, Minute. :...,.- 

Beispiel 3. Yi^ie groß muß ider Durchmesser qims S|UlUsleines geipomnon w^'- 
den, welcher pr. Minute 100 Umgänge macnen soll, wenn die EQfal^rwg 
lehrt, daß für einen guten Mahlprozeß die Umfaoggeschvirindigkeit des Std- 
^ nes 7", 5 -betragen ftiüsse? • 

. ^' Aafl.: 2rft=l%4i 

Beispiel 4. Stunden-, und Minutenzeiger einer tJhr stehen beide auf der 12ten 
Stunde, wann kommen sie wieder zusammen? 
Ai^l. : Theilt man die Peripherie in 360 Theile und nimmt die Minute zur Zeit- 
einheit, so ist, in Bezug auf (3) im vorstehenden Zusätze, 2xn = 360, 
rs=6, c^ps:*, folgt. 

t^ eSi», Minuten, d. i. 6^^ Minvtea nach 1 Uhr. 



§. 25, 



Fig.. .14.. 
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Wenden wir zum Sclflusse dieses Ka- 
pitels das, was zuletzt über Bewegung auf 
.vorgeschriebenem Wege in der Krdslinie 
erörtert wurde, ziu* Herleitung einiger der 
' einfachsten Sätze bei der Bewegung in 
. einander greifender Zahnräder an. . 

Hierzu mögen die Kreislinien Figl 14 die 
sich berührenden Theilrißkrcise (Kreislinien 
durch die respectiv^n Zahnmittel), J?, r de- 
ren Halbmesser, so wie &.,imd o) die re- 
.sfneetiviea Winkelgeschwindigkeiten sein. Ver- 
langt num non' eine 'gleiehförmige Clmdi^e- 
hung: beider ^äder,. d« h. soUpji in glj^icbep Zeiten gleiche Bogen- 
theile der Thieilrißkreise durch die als festliegend gedachte Cen- 
trallinie oO gehen, so müssen auch die Umfangsgeschwindigkeiten 
beider gleich groß seii^, d.h. es muß die Gleichtfpg St^tt finden:'^) 
, , '.ii?2=5ra), oder die pix>portioii: 

(1) Ä;r=a):ß. 
Sind JJ und u die respectiyen UmdrehzahleQ pr. Minute, ^so ist 

auch fi= -^, 10= -— , folglich aus (1) 

(2) R: r=^u:U. 



" *) Wie zu^ Erreichung dieser Bedingungen die Zähne abgerOifdet 'sein mUis^n, 
bleibt, als in die Maschinenlehre gehörig, hier zunächst anerörtert. 

Rühlmann's Geodynamik. 3 
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Ferner ergiebt sich, wenn N und n die respectiven Zähnezahlen 
bezeichnen und a der gleiche Abstand von Zahnmittel zu Zahn- 
mittel (die Theilung) bei beiden Rädern ist, wegen 2Rn = aN, 
2nTC = an, 

(3) R:r = N:th 
Die Proportionen (1) (2) und (3) lassen sich leicht in Worten, 
als Regeln, ausdrücken. . 

Zu Satz 1. Vorsleheiide Sätze lassen sich ohne Weiteres auf 
ein System Ton mehreren in einander greifenden Rädern anwenden, 
wobei bemerkt werden mag, daß man bei jedem Faare gewöhnlich 
das Kleinere „das Getriebe", das Größere „das Rad** zu nennen 

Fig, 15. Es sei hierzu Fig. 15 ein 

~ solches Rädersystem. Die Halb- 
messer der Räder mögen RyRif Rt, 
die der Getriebe r, r±t r», die 
Zähnezahl der ersten N, Nu ^t 
und die der letztern n, iti, fit, 
endlich die Winkelgeschwindig- 
keiten der drei Torhandcnen 
Axen respective o, coi, o« sein. 
Nach (1) erhält man sodann : 
r: Ri = Oj : o, so wie 
r^ ; Äj = ot :oi hieraus aber 
(4) fTt : Ri Äf = o« ; o. 
Ist ferner V die Umfangsge- 
schwindigkeit des Rades Tom 
Halbmesser = R, so wie v die 
des GetrielTes vom Halbmesser = r^, so erhält man, nach $. 24, 

V V 

» =-^. »1 = — I daher aus (4) 
ii r» 

(5) rrir»;ÄÄiÄt =v:V, so wie wegen (3) 

(6) tmtHi.-NNiN^ = «?; F. 

• Macht endlich das Rad R während einer Minute U Umläufe und 
das Gretriehe r» während derselben Zeit u Umläufe, so ist V = 

"30^' ^ "^ "^O"' '®'?''*^'* ^®"" ™an <''««® Werthe in (5) subst;; 
rr 1 ; RxR% ^u:U^ oder auch 

Bei allen diesen £nlwickelungen ist begreiflicher Weise ' von 
den Reibungen an den Axen und zwischen den Radzähnen abgese- 
hen worden. 

Znsatz 2. Wirkt tangential am Rade R eine Kraft P, eben 
so am Getriebe r% eine Last Q, so lassen sich zwischen F und 
folgende Proportionen und Gleichungen aufstellen. 

Denken wir uns zwischen dem Getriebe r und dem Rade R^ 
einen tangentialen Widerstand ■= X^ und einen eben solchen zwi- 
schen dem Getriebe Tx und dem Rade i?t ^ ^> ^ erhält man nach 
S 91. der Geostaiik : 
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Y : = r-i : /^i, daher 

(7) P:0tt=rr^r2:RHtH%s «o wie mit Bezug anf (6) 
(8) P: = nnin, .'NNiNi^^v: K, hieraus endlich 

Aus allen Entwickelangen Ton (4) bis (9) ergeben sich Regeln, die 
für die Anordnnng und Beurlheilungen V^r^abnier R&der von be*- 
sooderer Wichligkcit sind. . . t 



Viert'es Kapitel. ' 

Bewegung fe^er Körper y. ^i 

wenn alle maleriellen Punkte derselben gleiche G^oÜviBdi^keUeii; 
Dich unter einander parallelen Aicblnngcjl hesitzefi. " 



S- 20.« . .• ,, 

Bei den bisherigen UntepsucbuDgen dat^lenvi^i^'. ü&s die 
Körper als materielle Punkte, ^ and sahen dabei^ daß-kliei 'jbe.ve.<*- 
:geBden Kräfte bÖKtlgücb durch d^e GesctiwnddigkeitMi »oder Jk-Cr- 
celeratienen gemessen -wenden koüiile», rWelctie iAe dani iBiätef 
riellem Punkte in der Zeiteinheit ertheihra» ^idit so , einHiob, 
wenigstens im Allgemeii^en, gestalten sich derartige Untersuchungen, 
wenn man die Körper in ihrem wahren Zustande^ d.,h. -als eine 
Summe unabänderlich verbundener materieller Punkte, als wirk- 
liche Massen betrachtet Denn* erstens ist es an sich klar, daß 
man die KrUfle nicht allein durch die von ihnea • erseUgten Ge- 
schwindigkeiten oder AccelepaüoBeD zu messen« im Stanide ist, 
indem offeabar eine solche Kraft eine größeoe .odoD kleinere 
Geschwindigkeit ederAecelemtioh erzeugt haben wUcdlSj :je;iiaob- 
dem die Masse, auf welche sie wirkte, eine igiiößetfei.iQder kkftr- 
neve war. Zweitens bestreben, sich in tielen Falk» die.trvearr- 
schiedenen Theile eines Körpers eine verseluedeiiartig4>Miewegiing 
^ anzunehmen, welche wieder dOich den Zusammenhang dieser 
Theile unter einander abgeändert wird ete. . 

' Um hierbei ebenfalls vom Einflachem su dem Zusammenge- 
setztem Uberzugel^n, nehmen wir .vorerst an^^^laß alle maAeriill' 
len Punkte eines Körpers- eiozig und . allein von: völlig gleichen 
Geschwindigkeiten oder Accelerationen nach unter einander p»- 
rallelen Richtungen angeregt wendeü, .was g^eichzeiitig voraessetzt, 
daß eben* se viele gleiche, und. iuntae einander parallele. KvSfte 
auf ^e bezfl^cben Pimktö wirksaii shid, ^der daß, naeh den 
geostatischen Lehren von den paralleleo Krüfben, eine eiaaige 

3* 
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Kraft in dem Schwerpunkte des bewegten Körpers ange- 
bracht ist. 

I. Maß der bewegenden Kr&fle. 

$. 215 

Welche Modificationen die Kräfte, unter lelztgedachter Vorr- 
aussetzung, erleiden, wenn sie auf Körper wirken, wii*d dadurch 
beantwortet werden, daß man untersucht, wie man in den Stand 
gesetzt wird, solche Kräfte zu messen. 

Vorerst beziehen wir diese Untersuchungen auf momentan 
wirkende Kräfte. 

Hierbei läßt sich zunächst nachweisen, daß sich zwei Mo- 
mentankräfte, die wir mit P und P' bezeichnen wollen, wie die 
respectiven Massen M und M' verhalten, welchen sie gleiche 
Geschwindigkeiten zu ertheiien vermögen. 

Zu diesem Ende denke man sich die Masse M in n Ele- 
mente und die M* in n* Elemente getheilt, und fQr beide Mas- 
sen ein Element durch m dargestellt, so daß Jf = m», M^ = 
mn* ist 

Denkt man sich eben so die Kraft P in i» gleiche Kräfte 
von der Größe p getheilt, so wird man P' in n' gleiche Kräfte 
von derselben Größe theilen Qifissen, wenn jede dieser Kräfte p 
jedem Elemente der Masse M dieselbe Geschwindigkeit ertheiien 
soU, wie jedem Elemente der Masse M*. Es ist also auch 

Pzszznp \mdiP^s=n'p, 

Da nun ist 

np : n^p = nm : n'm, so folgt auch 
(l) P:P*^M:MU 
was za beweisen war. 

Nach dem zweiten Bewegungsgesetze $. 6 verhalten sich 
ferner auf gleiche Massen wirkende Momentankräfte, wie die 
Geschwindigkeiten, welche sie diesen Massen mittheilen. Wei*^ 
den demnach, bei Voraussetzung gleicher Massen, die Kräfte 
ebenfalls mit P und P^ die respectiven Geschwindigkeiten aber 
mit c und c* bezeichnet, so folgt: 

[2) P: Pi=e:ci, 

Durch die Proportionen (1) und (2) ist man nun in den 
Stand gesetzt, das Verfaältniß zweier Kräfte P und P zu finden, 
die erfordeMich sind, um zwei ungleichen Massen M und M' 
v-erschiedene ebenfalls gegebene Geschwindigkeiten c und c* zu 
«rtheHen. / 

Denkt man sieh nämlich noch eine dritte Kraft F von sol- 
cher intensiüttt daß sie der Masse M eine Geschwindigkeit zu 
ertheiien vermag, welche der Geschwindigkeit der Masse M\ 
also c't gleich ist, so folgt: 
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F:P' = M:M (aus 1); , 

. P:F—c:e* (aus 2}. . 

d. g.: I. pfP' — Mc7M*e*. ' 

Zwei^auf zwei verscbiedeäe Massen momentan 
wirkende Kräfte verhalten sich also zu einander 
wie diese Massen, multfplicirt mit den foezfiglich 
erzeugten Geschwindigkeiten. 

Nimmt tnan diejenige Momentankraft zur Einheit an, trel- 
che der Masse =1, die Geschwindigkeit = 1 mittheilt, so 
erhält man aus I., wenn P' = 1 , M* = 1 und c' == 1 gesetzt 
Wird, 

n. p=^M,c. 

Die Intensität einer momentan wirkenden Kraft 
wird demnach durch das Product der Masse des 
bewegten Körpers in seine Geschwindigkeit ge- 
messen. 

Das Product Mc wird insbesondere »GröBe der Bewe- 
gung« oder »Quantität derBewegung« genannt, weil *es in 
der Tbat die Summe der Bewegungsbestrebungen aller materiel- 
len Tbeile darstellt, welche den Körper bilden. 

S. 22.* 

Um ein Maß für constant wirkende Kräfte P und J^ zu 
finden, nehmen wir ebenfalls zuerst aü, daß beide auf gleich 
große Massen wirken und erstere in der unendlich kleinen Zeit 
T die unendlich kleine Geschwindigkeit ^, die zweite aber wäb«. 
rend derselben Zeit die unendlich kleine Geschwindigkeit x' 
erzeugt. Da nach §. 4 eine continuirllche Kraft als momen- 
tan wirkende Kraft angesehen werden kann, die ihre Einwirkun- 
gen in unendlich kleinen Zeitabschnitten beständig wiederholt, 
so darf man auch setzen : 

P:P*z=^x:x'. 

Aus dem, was früher über constant wirkende Kräfte über- 
haupt gesagt worden ist, folgt aber femer, daß in allen folgenden 
gleichen Zeitelementen von P dieselbe Geschwindigkeit x und 
von P' die x* erzeugt wird. Nimmt man daher an, daß t in 
der Zeiteinheit nmal enthalten ist, so folgt auch : 

P ; jP' = nx : nx'* 

' ■ .1 

nx und nx' sind dann aber nichts Anderes als die Acce- 
lerationen, welche P und P' bezüglich erzeugen, so daß man 
erhält, wenn man diese^ G und G* setzt, 

(1) P:P*^G:G', 

Aehnlich wie hn vorigen Paragraphen läßt sich ferner auch für 
constant wirkende Kräfte zeigen, daß sich dieselben wie die 
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Massen Verhalten müssen, vorauf sie wirken, wenn sie in die- 
sen dieselben Accelerationen oder, Geschwindigkeitszunahmen er- 
zeugen sollen. Für diesen Fall ist daher auch zu setzen 

(1) P:P^ = M:ML - " 
Verbiqdet man sJ)er (1) und (2) auC die Weise, wie es für 
(len Hhnlicben Fall im vorigen Paragraphen geschah, so erhillt mau 
für das Verhältniß constant wirkender Kräfte, welche ungleichen 
Mas^^en M. uu^ M* ungleiche Accelerationen G und 6' er- 
|;lieilep ; 

Es verhalten sich also constant wirkende Kräfte 
wie die Producte aus den Massen in die gleichzei- 
tig erzeugten. Accelerationen. ; 

Für P' = 1, Jf' = 1 und C= l ergiebt sich ferner 
IL P^^M.G. 

Das Maß einer jeden constant wirkenden Kraft 
istjil^o das Product aus der bewpgten Masse in 
ihre Acceleration. 

Für Jf= 1 istP=; Cr» d. h. die Kraft, welche auf eine 
Masse = 1 wirkt, wird durch die Acceleration selbst gemessen. 
Hieraus folgt zugleich der so wichtige Zusammenhang von Kraft 
und Acceleration. 

Aus IL folgt auch: 

IIL C = ^ , d. b. 

Die Acceleration einer constant wirkenden 
Kraft ist gleich dieser Kraft dividirt durch die 
von ihr bewegte Masse. 

V 

'■ Ferner wqr nach §.10 6^=?=—, dalier läßt sich statt 11 
auch setzen : 

IV. P = Mj: 

Zusatz. Hier: ist zugleich der Ort, auf den bereits §.4 bemerk- 
teo Un(erKbied zwischen den Kräfteader Statik und deu bewegeudeu 
jKräflea der Djafunik etwas näher einzugehen. Die bewegende Kraft 
wird stets zum statischen Drucke, wenn sich die zu bewegende Masse 
gegen eine feste Ebene stützt, auf welcher die Richtung ihrer Bewe- 
gung normal steht. Der (relative) Unterschied zwischen statischem Drucke 
und bewegender Kraft liegt also bloß darin, daß erslerer sich zwar stets 
bestrebt, 'in jedem Augenblicke ein^ unendlich kleine Geschwindigkeit 
hervorzubringen, allein diese auch eben so oft von dem Widerstände 
der gedachten festen Ebene vernichtet wird; während die von einer 
bewegenden Kraft fortwährend erzeugten Geschwindigkeiten sich in 
dem Körper anhäufen und ibm sodann in eiuer endlichen Zeil t eine 
endliche Geschwindigkeit v beibringen. Ist die conglanle Kraft die 
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Sekwerknft* so n^ird der gfigtii dt« fefU SIni&o eneugt« Druck d»n 
(abtolnle) G«iricbt de^ Körpers genanat, wie dies bereits $. 4Q der 
GeMlatik festgesetzt wurde. „ 

a 

Wird ein Körper allein durch die Einwirkimg der Schwer- 
kraft bewegt, so stellt offenbar das Gewicht des Körpers die 
iho bewegende Kraft dar. In diesem Falle wird aber aus II, weil: 
G=g == der Acceleration der Schwerkraft ist, und, wenn 
man das (absolute) Gewicht des Körpers mit Q bezeichnet, 

I. Q=i=Mg, so "wie auch 

II. Jf=5. 
g 
Hieipaus folgt: 

1. Das Gewicht eines Körpers iU gleich seiner 
Masse multiplicirt mit der Acceleration der 
Schwerkraft 

2. Die Masse eines Körpers ist gleich dem Quo«- 
tienten aus dem Gewichte desselben dividirt 
durch die Acceleration der Schwerkraft. 

3. Die Massen zweier verschiedener Körper ver- 
halten sich wie. die respectiven Gewichte. 

Hierbei beachte man wohl Folgendes: 

FQr Jlf = 1 wird Qs=i;r;.es ist also hierbei diejenige Masse 
zw Masse^oinfaeit geiKHamen (um Überhaupt ein Maß für ))M a s s e« 
festzustellen), wetebe, 9,81 Kll. l?iegit. Die Masse eine^ Kör- 
pers, dessen Gewicht 9,81 Kik ist, wird ^cther d^rch 1 Kil« 
ausgedrückt« 

Setzt man den Werth fOr M aus II in III des . vorigen 
Paragraphen,, so ergiebt $ich die [wichtige Gleichung : 

m. C^=^^, d. h. 

V 

Um die Acceleration irgend einer constant 

wirkenden Kraft zu finden, deren Größe durch P 
Kil. ausgedrückt ist, und welche auf eine Masse 
von ^ii* Gewicht ^irkt, - multiplicire man den 
Quotienten aus Kraft' dprch das Gewicht der be~ 
wegtien Masse mit der Acceleration. der Schwer- 
kraft. 

Zusatz. Wie im Zusätze des torigen Paragraphen bemerkt, wird 
eine constant bewegende Kraft zu einem statischen Drucke, wenn sie in 
jeder Secunde die ihr entsprechende Acceleration (ryerliert, was wir uns 
dadurch bewirkt denken wollen, daß die Kraft gegen eine feste Ebene 
normal gerichtet ist, welche nach §.4 einen gleich großen Gegendruck 
= MG leisten muß. Bewegt sich aber gedachte Ebene, und zwar in der 
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Rieht«iog ion €r 'nAi «la^r AecölemtiMi -^^ so Tertiert itf in jedier- 

Seeunde nur die Acceleration G-^^'G-, oder der resbiUrende Druck, 

welcher auch relativer Druck genaoot wird, ist ^^ M (G*—Gf]i. B«* 

wegt sich die Ebene der Richtuirg von G entgegengesetzt, so wird 

G' negativ, oder der relative Druck ist M {G -\- G'). 

ist insbesondere G = g= der Acceleration der Schwerkraft und 

• '■■•■' 

ist das. Gewicht von M, d, i. M= — (die. vorgedachte Ebene 

höriKontal), so ergiebt sich der relatire Druck =*F für beide Falle, zu^t 

g 

Beispiel 1. Ein Körper, dessen Gewicht 10 Kil. beträgt, bewegt sich gleich- 
förmig mit einer Geschwindigkeit von %", wie groß ist die Momentankraft, welche 
diese Bewegung erzeugte? 

Aufl.: P=lfc=?. c=i-^,2=:2,0d8 Kilogrm. 

g 9,ol 

Beispiel 2. Wie groß mUsste eine constante Kraft sein, wenii 8ie'dem'vor^• 

g» KSrpef eine iAeceleratim von (37 •erllieilen sollte ? 

Aöfl. : P=^»Jlf « -^ . ö — -s^- 3'= 3,05T KU. 

Beispiel 3. Welche Spannung erleidet ein Faden, an dessen einem ETnde ein 
Gewicht -von 12 KMogramoien aufgehangen isty vfihvesd idas «ndera Bnde jton .ider 
Hand eines Menschen gehal^e^ ,>nrd« je ,nacbdeiii,die ^^nd land mit ihr d^s . gedachte 
Gewicht mit einer AcceleraUoh'von 1 Meter vertikal aiiToder abwärts bewegt' wird? 

Aufl,:*P=Jlfi[(i+4i =' Cl.iT^ == ^2 1^ ±^5^) d- i'-- 

, 13,212 Kü. bei. der Bewegung aufwärts;» , . 
'" 10,788 Kit bei der Bewegung abwärts. 



Mit Hülfö der nuft entwickelten SHtse ist es leicht, die 
§. iO bis mit $. 12 iftir die gleichförmig verlbderte Bewegung 
eines materiellen Punktes gefandenen Gleiehnngen Huf wirkliche 
Körper anzuwenden (natürlich unter der vorher gemachten Vor^. 
aussetzung, daB die constante Kraft im Schwerpunkte des Kör- 
pers angreift), indem nur nöthig sein wird, den §. 23* gefunde- 
nen Werth der Acceleration G zu substituiren. Für den all- 
gemeinsten Fall erhält man sodann 

IL s = ci±ffj^.--. 

Ferner wönn der Körper, auf wejöhen die constante Kraft 
wirkt, die Bewegung von dem Zustande der Ruhe aus beginnt: 

P 

ni. v==g^t; 

■ Pt^ ' 

IV. * = ^^.-, 

2ffP' 



VI P 



■ « • • ■ 



ML P 
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Zusatz 1. Aus VI. und VII. lassen sich in Bezug auf eine 
andere Kraft /^^ welche auf eine Masse vom Gewichte 0* wirkt, und 
die Endgeschwindigkeit v' erzeugt, ferner wenn man einmal gleiche 
Zeiten, ein anderes Mal gleiche Wege Toraussetzt, dfe Porportiönen 
ableiten i 

oder, wenn man' statt der Gewichte deren Massen M und M* ein- 
fuhrt, 

' JDie erste Vergleichung nennt m^n das: Cartesianische, die zweite 
c^8 Leibnttzische JLräCLem^:- Hierbei köonte man leicht, in Ver- 
suchung gerathen, zu schließen, daß sich auch Yerhielte 

' P:P*^Mv: i»fV = Mv^ :.W», 
woraus naturiich eine Töllige Ungereimtheit folgen, WFÜrde, wejiD.maa 
nicht die gemachten Voraussetzungen dabei beobachten wölke. £& 
können nämlich die Geschwindigkeiten, welche am Ende gleicher 
Zeiten durch Einwirkungen eonstanler-Kräfle erlangt werden, durch- 
aus nicht den am Ende gleicher durchlaufener Räume erlangten 
gleich sein, so daß v und v' in der einen Proportion «hdere Werthe 
als V und v* in der andern haben müssen. 

Zusatz 2. Verffleicht man die Gleichung VI. F = — - =— :- , 

gi t 


mit der für Momentankräfte gefundenen P = Mc= —.Ct so ergiebt 

sich, daß eine Kraft ersterer Art» wenn v = c sein soll, dieselbe 
Geschwindigkeit nur nach einer endlichen Zeil t heryorbringen kann, 
während eine Kraft letzterer Art eben diese Geschwindigkeit schon 
in einer sehr kleinen oder unendlich kleinen Zeit zu erzeugen yermag. 
Hieraus folgt ferner, daß jede momentane Kraft gegen eine conti- 
Duirliche als unendlich groß erscheint, oder auch' es ist erstere als 
eine continuirlicKe zu betrachten, die mit sehr großer Intensität, 
während sehr kurzer Zeitdauer wirksam ist. Der Zahl nach sind 
daher beide Kräfte unvergleichbar. Nach diesen BemerkoAgen 
ist e^ jedoch höchst wichtig , Folgendes zu beachten , waa zu- 
gleich dazu dienen> me^, festsustellen, in welchem Sinne wir den 
Begriff „Momentankrait" überhaupt und fernerhin zu nehmen haben, 
so wie um das in $. 5 Gesagte zu berichtigen. 

In 4etr Natar giebt es gar keine Kräfte, welche durch eine 
plötsüiche Wirkung eine angebbare Bewegung zu erzeugen Termögeo, 
allein es giebt solche, welche zur Heryorbringung der Bewegung 
eine derartig kurze Zeit 'bedürfen, daß sich letztere beinahe der 
Auffassung ganz entzieht, und diese Kräfte sind es, die wir mit dem 
Namen Momentankräfte bezeichnet haben. Am bemerkbarsten tre- 
ten solche Kräfte hervor, wenn ein bewegter Körper einen anderq 
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mbenden oder langsamer bewegten trifft, d. h. stößt. Hierbei er- 
folgt eine Mittheilung oder Ümwechslung der Geschwindigkeit in 
einer Zeit» die in rielen Fällen, wenn auch nicht unendlich klein, 
so doch kaum meßbar ist. 

Zur Erläuterung der SUtze Ober gleichfö'rmig ' verUnderte 
Bewegungen fester Körper folgen hier einige Aufgaben. 

Aufgabe 1. Ein Körper vom Gewichte Q, welcher von 
einer horizontalen Ebene unterstützt ist, wird durch Einwirkung 
einer momentan wirkenden horizontal gerichteten Kraft so in Be- 
wegung gesetzt, daß er eine Geschwindigkeit v annimmt. Wenn 
man nun die Reibung des Körpers auf der Ebene als eine con- 
tante Kraft ansieht und der betreffende Reibungscoeßicient = f 
ist, so fragt es steh, nach weleher Zeit t der Körper zur Ruhe 
kommt,^ und welchen Weg s er sodann durchlaufen haben wird. 

Auflösung. Hier ist die constant auf die Verzögerung 
der Bewegung wirkende Kraft zn f. Q, das Gewicht der be- 
wegten Masse aber Q, folglich 

Demnach auch 

9 = fS'ir "nd 8=^fy.—. 

Aufgabe 2. Ein Pochstempel (Fig. 25. S- 32 Geostatik) 
vom Gewichte = Q fällt von der Hubhöhe == A herab, reibt 
sieh dabei aber noch etwa» in den Scheidelatten und die Größe 
dieser Reibung ist =£=^, man soll die Fallzeit dieses Stempels 
bestimmen. 

Auflosung. t=zy-—^ — --. 

Aufgabe 3- Man soll die Gleichungen für die fortschrei- 
tende Bewegung eines Körpers vom Gewichte = Q unter Be- 
achtung^ der Reibung angeben, welcher auf einer schiefen Ebene 
herabgleitet, deren Neigungswinkel gegen den Horizont t=si a ist; 
der betreffende Reibungscoefficienf sei =/l 

Auflösung. Nach $. 93 der Geostatik «rhält man sofort 
die Größe der bewegenden Kraft zu : ^ shi a — f^ cos a, folg- 
lich, da Q das Gewicht der bewegten |ifasse ist, fUr die Acce- 
Icration der Bewegung: 

^ ipsina— /"öcosa ,, ^ , 

Cr = <y ' ' ^ ' •'==: ff (sin ti-^ f cos a), so wie 
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f>z=ig (sin a — /"cos a) / ; . 
* =^^ (sin a — /CQ« Ol) — . 

FQr ^=0 erhalt man die bereits $. 20 für die Bewegung 
eines materieAen Punktes gefundenen Gleichungen. 

Aufgabe 4. Auf einer verdkal stehenden flachgUngigeh 
Schraube, wobei der Steigungswinkel der mittleren Schrauben- 
linie = a, der Reibungscoefficient /"= tg cp ist, liegt ein Ge- 
richt =s W (worin auch das Gewicht der Schraube selbst inbe- 
griffen gedacht werden kann) welches darch eine constante 
Kraft = P, die an einem Hebelarme = R (ven der Axe aus 
gemessen) wirkt, in die Höhe gehi)ben wird ; man soll angeben» 
welche Geschwindigkeit W am Ende einer Zeit ss / in Hinsicht 
der fortschreitenden Bewegung erlangt hat. 

Auflösung. Zunächst ergiebt sich fQr den Druck =£ Q, 
aufwärts in der Axenrichtung der Schraube oder im Schwer- 
punkte von W, aus I. $. 96 der Geostatik, wenn man daselbst 
die obigen Werihe einfQhrt und r den Halbmesser der mittle- 
ren Schraubenlinie bezeichnet, 

JR 

^ = P~.cotg{a-|-(p). 

Die bewegende Kraft in der gedachten Richtung ist daher: 
q—W, folglich, 
da W das Gewicht der bewegten Masse ist, die Acceleration : 

G^=g ^^ =^ ~-. cotg (a-j-cp) — 1 , daher endlich: 

\P R 



^ j||^7«o'8(a+<P)-Y- 



II. Mechanische Arbeit. 
$. '26. 

So weit wir bis jetzt das Maß der Kräfte abgehandelt bar- 
ben, bezog sich dasselbe gleichsam nur anf die augenblickliche 
Wirkung derselben, allein in der technischen Mechanik reicht 
diese Messung nicht aus, indem- es daselbst nöthig wird, die 
Kräfte auch in sofern zu beortheüen, als sie im Stande sind, 
gewisse Widerstände nicht bloß augenblieklich, sondern auf die 
Länge eines gewissen Weges während bestimmter Zeit zu über- 
winden oder zu zerstören. 

W^ährend man daher die Producte Mc und MG geradezu 
KHIfte nennt, die man w^l auch so ansehen kann, als hielten 
sie andern Kräften gleichsam das Gleichgewicht, und die einem 
Stoße, Drucke oder Zuge vergleichbar sind, bezeichnet man das 
angeführte Ucberwinden eines gewissen Widerstandes längs* ci- 
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nem giBwi^eii Wege mit dem Namen »mechanische A r h e 1 1», 
»Leistung», oder »mechanische Wirkung». 

Um z. B. einen bestimmten Theii der Masse eines festen 
Körpers mittels eines Werkzeuges wegzunehmen, genügt es nicht, 
dem von dem betreifenden Massentheile dargebotenen Wider- 
Stande blo0 eine Kraft entgegenzusetzen, die ihm gleichsam das 
Gleiehgewicht hält, sondern es muß eine solche Kraft den Wir- 
kungspunkt des Werlizeuges in der dem Widerstände eigenthilm- 
lichen Richtung eine gewisse Zeit lang entgegenfiihren. Je grö- 
ßer sodann dieß £ntgegenfuhren ist, um so größer wird die 
Länge des weggenommenen Massentheilchens sein ; je größer 
ferner die Breite und Dicke des letzteren ist, um so bedeuten- 
der muß der Widerstand und um so beträchtlicher die anzu- 
wendende Kraft sein. Die in jedem Augenblicke oder fortwäh^ 
rend zu verrichtende Arbeit wächst daher mit der Kraft und 
mit der Länge des in entsprechender Richtung beschriebenen 
Weges. 

Andere Beispiele solcher mechanischer Arbeiten oder me- 
chanischer Wirkungen sind das Feilen, Abschleifen oder Poliren 
eines Körpers, das Erheben von Gewichten auf bestimmte Hö- 
hen, das Fortschaffen eines Wagens längs einem gewissen Wege, 
das Zerkleinen oder Zerreiben von Körnern zwischen Mühlstei- 
nen u. d. m. 

Um aber ein Maß für eine mechanische Arbeit ganz allge- 
mein herzuleiten, sei P eine constant wirkende Kraft, die einen 
ebenfalls eoustantea Widerstand W zu überwinden hat. In der- 
selben Zeit / lege der Angriffspunkt der ersteren den Weg s 
und der der letzteren den Weg w zurück. Bezeichnet man 
ferner die von der Kraft in auf einander folgenden unendlich 

kleinen Zeitabschnitten durchlaufenen Wege mit s^ 8^, «3, «n 

und eben so die des Widerstandes mit tri, fT], «73, ....frn* 
so wird man erhalten: 

8.zti=. *i -|- «2 -f- • • • '»"; IT = Wj -f-tt^a -h« • • «^n- 

Nach dem Principe der virtuellen Geschwindigkeiten muß 
sodann sein: 

Ps^ = Wwi ; Pst = Wu>t ; Ps^ == Ww^ u. s. f., 
folglich auch, . wenn man diese sämmtlicheu Gleichungen addirt, 
wegen des. Vorstehenden, 

(1.) Ps^Ww. 
Für eine andere constante Kraft P\ die in derselben Zeit 
i^-ebenfalls den Weg s durchläuft und dabei ^inen Widerstand 
W lim den Wdg w^ fortführt, wird man aus gleichen Gründen 
setzen können : . 

(2) P^s^Ww'. 
' Da nun die Kräfte P und P unter gleichen Umständen 
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während gleichen Zeiten thUtig sind und gleiche Weg<> zurück- 
legen, so müssen sich die von ihnen verrichteten mechanischen 
Arbeiten, die wir mit h (Leistung) und L* bezeichnen wollen, 
wie diese Kräfte selbst verhalten, d. h. es muB Statt finden: 
L:L'^=P:P*, deßhälb aber auch 
I. L:L' = P8:P'8y oder wegen (1) und (2) 
IL L:L*=Ww:W*w', 

Es verhalten sich ailso die verrichteten me- 
chanischen Arbeiten oder mechanischen Wirkun- 
gen wie die Producte aus den Kräften oder den 
Widerständen in die von denselben bezüglich 
gleichzeitig zurückgelegten Wege. 

Stellt man sich vor, daß die Kraft i*, während sie den 
Weg 8 zurücklegt, ein Gewicht <^, z. B. mittels eines über eine 
feste Rolle geschlungenen Seiles, auf die vertikale Höhe B er- 
hebt, so wird P8 = QHy oder 

so wie für eine andere Kraft J^ die, während sie den Weg s 
zurücklegt, ein Gewicht ö^' auf die Höhe i5f' erhebt 

dieß giebt aber, ähnh'ch wie vorher, 

IIL L:L* = Hq:q;H'. 

Nknmt man nun diejenige Kraft zur Einheit an, welche in 
der Zeiteinheit, wozu wir, wenn das GegentheU nicht bemerkt 
wird, die Secunde wählen wollen, einen Widerstand W* oder 
ein Gewicht ^' == 1 KUogramm durch einen Weg = 1 Meter 
führt, oder auf die vertikale Höhe = l Meter erhebt, so folgt: 

IV. L = P8^Ww = qH, 

'' Die Größe einer mechanischen Arbeit oder 
mechanischen Wirkung wird also durch das Pro- 
d.uct aus Kraft oder Widerstand in den bezüglich 
durchlaufenen Weg, ode^r durch dasProduct des 
Gewichtes in die vertikale Höhe bestimmt, auf 
welche dasselbe erhoben wird. 

Hierbei braucht wohl kaum bemerkt zu werden, daß P, 
W oder Q in Kilogrammen, «, w oder H aber in Metearn aus- 
zudrücken sind. 

Gewöhnlich bezeichnet man obige Werthe so, daß man die 
zur Maßeinheit genommenen Gewichts- und Längengrößen, also 
hier das Kilogramiri und den Meter, durch die Ajafangsbuch- 
staben k und m angiebt und deren Produet ii}^,.wdebeft sodann 
»Meter Kilogramm» gelesen wird, demselben wiö Egonen ten 
beifügt, also setzt: 

L = Pß^ = Wtv^. f= qH^, \ 
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Ist z. B. filr einen besondern Fall Qsssz 1000 Kilogramni, 
Ha==5«, so ergiebt sieh: 

X, = 5000 Meter-Kilogramm ; 
es bezeichnet also L die mechanische Arbeit oder mechanische 
Wirkung einer Kraft, welche in der Secunde 1^000 Kil. auf die 
vertikale Höhe 1» oder 1 Kil. auf die Hohe von 5000>», zu er- 
heben vermag. 

Um in vielen Füllen das Schreiben großer Zahlen zu um- 
gehen, hat man noch eine besondere Einheit zur Abschätzung 
.«iner Arbeit oder Leistung ^eingeführt, welche man (ziemlich un- 
passend) Pferdekraft, wohl auch Maschinenpferd, Dampfpferd ge^ 
nannt hat und worunter man eine Leistung von 7^^^ pr. See. 
versteht, -so daß statt der zuletzt angeführten Leistung oder Ar- 
beit von 500 0°^*^ auch gesagt werden kann, dieselbe ist gleich 

——=66,66 Maschinenpferden. ^ 

Zusatz 1. In dem Vorstehenden ist bestimmt vorausgesetzt, 
daß die Richtung, nach welcher die arbeitende Kraft wirkt, mit der- 
jenigen zusammenfällt, in welcher der Angriffspunkt des beweg- 
ten Körpers oder Widerstaades fortgeht. Suchen wir nun einen 
Ausdruck für die Arbeit, wenn Vorbemerktes^ nicht Statt findet. 

Es sei ^£ Ff g. 16 die KrafW 
richtung, iffiVdicUichtung der 
Bewegung, der Winkel ABM 
=a. Für die Bewegung bleibt 
sodann allein die Tangential- 
kraft p =Pcosa übrig, wäh- 
rend die Normalkratlt durch 
den Widerstand der Bahn 
yemichlct wird. 

Die verrichtete mechani- 
sche Arbeit = />, während 
sich der Angriffspunkt von 
C nach^ bewegt, ist folglich: 
(l) L = p. BC—Pcosa.BC, 
Fällt man aber von C aus anf die RichUing von P die Normale 
CD, so ist auch C5.cosa = J?A weshalb statt (1) ztf scUen ist: 

(2) £«P. BD, d. h. 
Die Arbeit der Kraft ist in dem vorliegenden Falle gleich die- 
ser Kraft multiplicirt mit der Projektion des Angriffspunktweges auf 
die Richtung der Kraft 

Nach S- 33 der Geostalik ist jedoch das Produkt P. BD nichts 
anderes, als das virtuelle Moment der Kraft P, woraus denn hervor- 
geht, daß, unter sonst gleichen Umständen, virtuelles Moment und 
mecbanisehe Arbeit der Zahl nach gleich, und beide nur darin 
verachiedeci «iad , dfß bei erslerem von einer eingebildete'», bei 
letzterer von einer wirklichen Bewegung die Rede ist. 

Eben so folgt, daß, wenn die Bahn des Beweglichen eineCurve 
bildet, DB so klein gedacht werden muß, daß das Stück CB der Bahn 
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ohne tnefitliclieii Fekter als geradlinig' betraclMet werden k«an. Für 
ein Gurrenelement ron der Länge = o erhält man sonacb: 

I» = ?. ö . cos a. 
Hierbei wird L die elementare Arbeit der Kraft P genannt. 

Znsatz 2. Aus der vorbemerktea U^bereinstimmung ron 
„GroRe der mecfaaniBcben Arbeit** einer Kraft mit dem „Tirtuellen 
Momente" derselben Kraft, nnter sonst gleichen Umstanden, wird 
man, gleiehsam als Folgerung aus dem Prinzipe der Tirtnellea Ge~ 
sehwitidigkeilen (§. 33 etc. der Geostatik) den Satz aufstellen können: 

„daß die Snmfn<e der Arbeiten mehrerer gemein- 
schaftlich an demselben Pnnkte eines -Körpers an- 
greifendenKräfte (Componenten) gleich ist der Arbeit, 
welehe in derselben Zeit von der Mittelkraft verrich- 
tet wurde.** 

Nicht ohne Nutzen wird es jedoch sein, diesen Satz ohne ge- 
dachte Beziehung direct zu beweisen. 

Fig. 17. Es sei hierzu C der Schwer- 

punkt des Körpers, R die Größe und 
CB die Richtung der auf ihn wir- 
kende« Mittelkraft, ÄC die Rich- 
tung der resultirenden Bewegung, 
welche mit CB den "Winkel ÄCB 
= 8 einaDhIießt. Ferner bilde die 
Richtung von B mit zwei auf ein- 
ander rechlwinkligcn Goordinaten- 
axen Ca: und Cy respective die Win- 
kel a und b, so wie die Richtung 
der Bewegung CA mit derselben 
Axe die Winkel a und ß. 

Für die Componenten von /?, 

in der Richtung der Goordinalenaxen, erhält man sodann 

X= Rco8 Qj y = Ä cos b; 

so wie für die resp. Arbeiten der Seitenkräfte während der Angriffs-* 

punkt des Körpers von C nach A gelangt: 

(1) \X.Cp= CD. Äcosö. 
^r.CE^CE Rcosb, 

Nun ist jedoch CD=^Ccosa, CE = ACci>B^, daher aus (1) 
X . CD = AC . Rco^a . cos a 
F.C&=jCÄä_. cosß. COS. d. i. addirt 
X.CD+Y. CE^AtR. {coBü cos a + cos* cos p). 
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Nftrb geomelriBcbeii: Sitzen- isl aber cos^ai^^fta-l- co^^':co«ß=: 
cbss*), folglich: » . 

X.CD-f-T. C£=Ä . -4(^ cosE, oder auch wenn man aus ^4 auf 
£B die Normale CF fallt : _ _ 

XCÖ+F.CJB=Ä.Cf, ... 

Mit Bezug auff die analogen SäUe der Geoatatik wir<) man hier- 
aus zugleich erkennen, wie dieser Beweis auf jede Zahl' von Compopen- 
ten ausgedehnt werden kann, wenn man daher 'C/^=r sel;it^. die rc^- 
Bpectlren* Componenten Pi, Fi, P^^..Fn und die Projektiqnen des 
Angriffs punktweges auf ihm Richtungen mit ^i, ^2,.^i...... Sn he- 

iKichnet, so wiinl zu setzen sein: 

■ Daß hiei'bei im techlen. Theile auch. Produkte yorki^mm^n kön- 
nen, welche, dem Sinne der Kraft entsprechend, mil dQp- relatiT^^ 
Zeichen minus versehen sind, bedarf wohl kaum einer Bemerkung. 

Beispiel 1. An einem Ort fällt von 2 Meter Hohe in stetem Strome pr. 
Secunde eine Wassermasse von 3 Gabihtnete^n ffei herab , es fi'agt sieh , wöl^e 
mechanische Arbeit diesem Wasser innewohnt, wenn ein Cuhikmeter zu lOOO KU. 
Gewicht gerechnet wird? 

, Aufl. : 6000"* oder ?^ = 80 Mascüinenpferdekräflen. 

Beispiel 2. Bia KoUien von 0", 4318 Darchmesser-ist genötbigV zafolge ei- 
ner coqstant auf ihn wirkendei^ Kraft und entsprechender Mechanismen, eine stete 
hin- und hergehende geradlinige Bewegung zu machen; es fragt sich, welche Leistung . 
von demselben pr. Minute entwickelt wird, wenn die gedachte Kraft pr. Quadratmeter 
einen Druck- von 46680 Kit. ausübt', der Weg beim Hin.- und Hergange 0^,4064 be- 
trägt und pr. Minute 1£0 Wechsel Statt ßnden? 

Attfl, : Der Flächeninhalt des Kolbens ist: 0,1458 Quadrat-Meter, Iblglich der 
Pjuek, v^elcber auf ihn ausgeübt wird = 6660 Kil., daher die Leistung pr. Minute: 
66C0 . 0,4064 . 180 = 487200"" oder 

487200 .no « u- I. ^ 
— ■ =103 Maschinenpferden. 

•' 75.60 

: > §.27. 

Bisher nahmen Wir immer Kraft und Widersland' als* con- 
slant an. In den Käilen, wo entweder das eine oder das andere 

• • • ' < I • ■ ; ' ■ I > t . 




Man bezeichne die Coordinateh von A und 
B respeclive mit x, y und *i, yi, setze CA = r, 
CB=^ryi so ist zunächst nach einem Lehrsatze 

der . Trigonometrii^: • coe e = x 

Ferner ist fa = a^^-|-»^rl5^=a;i2 + yl2, so wie 

iff^==(;jri — a;)2-f Ol— y)^. Substilwrt man 
diese Werthe in den Ausdruck für cos f, so folgt : 



cos £ =• 



tTi 



X f 

Man hat aber noch : cos a = — , cos ß = — * 

r • r 

cos a = '^, cos 6 = ^*, daher wenn man 



mittels dieser Werihe die Coordinaten eliminirt : 

cos £ = cos a . cos a -f~ ^^^ * ^^ P' 
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iklHM[<c<]ti9taiil^'>^«iAgt iiftatt'^Ielijhe %liwr» el0ahä«r fükg^iTi^) dH^ü«!^' 
laufene Wege = s, des ADgrifl»p«[IVkfe^ #d^ 4!8Ntfl ^fltt ^A^fef^fs^ 
ülfö (?:£<; £:<r>eitc.. Fig. ,:a7 j(!(i^Q#tMik<'iS. '51^<^i^ auf, 

und die veränderlichen coTrespondireu^ßU^'i^r^tfatiAervEatBfk'i^ 
mir mit p^y l??»--- pn b«foi£bi|en T(^ollen. als zugBhörende Or- 
miiieM^'^' m'-^'iH§ auf ^^te Si^ffgci^aick^^minemugen 
hinsichtlich der AQjnrendbarkeit der Simpson'schen Regel erhält 
Mfän^mdUn^ dl« ^rena^eAty/ISeitiihlYy^ll^Z^itSVz^g^-m , 

nische Arbeit =Jß jäusgedrOckt , ducch . :t\ 

v^i^ändjBfJlif^ clie,Kr^ft. abejr ,coo§t^ is;^;,leu>lrtet'W»v^€*|JSt--4>W,' 

Außer dem im Vorstehenden angegebenen Maße für die 'Größe 
4er Affbett ^^^r; > LeistuDg, üeifler M'eöatiiMiirHdi^'^irkleildea . IQraft 
grtbf ^ -üocli ein- dildferes, 'weltehjßjä^^^ft mft^ 
wird, auch überhaupt fijlr diß f^Äz^ riliechnische J^echanik von 
besonderer Wichtigkeit i^t.* ' ' '^" i-'.».' 
-- 'A«9 dw ' Gl©i«hung"'VII. 'g; "«^ertilflt"m»ti tfJmfiöh Äo!fbi*t : . 



Ps=\Mv\ !'- -'•■• , v: - \ 



be^:auieh<^erh«itift:n^i.'ilt^«in>n>tt]iäti < di'e h'4ilb<e'*Ma9S6 'd^jl 

mit dem Quadrate der im Augenblicke dii»JhMie»JSiiMn-§ 

erlangten Gesc^hwiji^dig^tfijt ittiiltipliciijÄiA 

Das Product Mv^ bezeichnet 4nan gewölmlieh mit dem 

|im ^ii^oiidci^Iiiiaft^ JeUteteii^^niomiiZiiitailde' der.filuh^>4ius;'«ii^ 
Geschwindilgkeit = r beig€sb^^hf^,i^tj 'Sbi'auÖJit" ifian if^rcäer die 
Intensität dieser Kraft noch d^» .yi^g ihres ^Angriffspunktes zu 
kennen, es genügt vielmehr,^ idaft man das Gewicht oder die 
Masse des 'be:w elften liiikpBrü^iie^ w<ie 'die >!Gfesidhwiitdtgk^it" les- 
seU)en für de^ ^ A^jj^nbh'c«' '^^göi',^ {^^^ i^ij ».i.MWlbst 

man die Größe der Arbeit anzugeben beabsichtigt;«'-»- «ü ■''- '«i- :, 

RUhlmann's Geodynamik. 4 
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$ßht oft drückt dmh sioh hierbei »n^h- so . min; .d«0^ vwk 
sagt, das Produkt j^Jtfe' ist die Größe der metihanlsdißQ Arb^M 
welpbe erff>rd0rlich war, un» di^ träge Masse JU y^n. dem Zn- 
stande derRidia aus mejM» voii der «Geacbwiadigkeii:« $lia|4 
h^eaden Bewegung za verseteoa. > . 

Genanntem Satze Kßt- sieh anf folgende Weke neclr ekie 
allgemeiQere Gestidt gebenw ..i) S.oi 

.. Wr fanden §, 12,.«===;+, ■■ .. iSubsütüirt ma^ hi^r 

' 2%jr , . ■' 

den S* 22'^fiQr &• gefundei^ea WorthCapt^t so folgt' aofoH; 

\v«nn eine bewegte, Illasse yon der Gesohwind^eit e xu'emex 
andern r übergeht, ' so ist die dabei gewonnene oder Verlorne 
fhechanisdie Arbeit (je nachdem die Bewegung beschleunigt oder 
verzögert wurde, oder die bewegende Kraft in gleichem oder 
entgegengesetztem Sinne der Anfangsgeschwindigkeit c wirkte) 
gleich der halben Differenz dep entsprechenden lebendigen 
I^Hfte. . 

'' . Beispiel 1. Welche meelMMsehe . Arbeit webet eiier KiiBoni»ki|ct to4* 
10 |Cil. Gewicht ia 4em Augenblicke inoe, woselbst' «e das ftobr mit ^er.^- 
fongs-Gescifa windigkeit von 5(X)" verläßt? '.' ' 

' Aufl.: L = i. j|^.500a = 127421-*; 1. ■ . .'". . 

Beispiel^, Welche mechaftisch^ Arbeit iül aiifevwdBdeil, ' dtaift eif 'Wagen 

von 10000 Kil. Gewicht, auf horizontaler Bahn, vom Zustand der Ruhe aus (um die 

Trägheit desselben cu überwinden) in einer Geschwindigkeit gleich 1 Meter versetzt 

wird ? 

10000 . 
Aua L = i-jl~:.12=510- .i 

'■ Bei spie! 3/ Bin «nderet Wagen- von 20(K) Kil. Gewicht ' geht auf Horizontaler 
Baliii}mH«taier Qesebwindigkeit. ron .l«b.||el«r glefehfünnfg fort/ nach •iaigferfliift 
wirkt aber auf denselben eine Kraft ein, die ihn in die, Geschwindigkeit yoti 2 V^ 
terä^et^i/wie'groff Ist die mechanische Arbeit der Kraft, um diese Gescbwindigieitsan- 
defang M be«rirkeii9 i 

.f.'... \l ■: 1 . r^^^ . •• . . 

Beispiel 4. In einem Flusse läuft pr. See. eiae Wassermeoge ¥0/i lOQOO JpL 
Ifewi^ht «R eintfr Geschwindigkeit von 0^,8 ab ; es fragt sidi, wie gr60 die' mecliii- 
niscbv yfwk\n^%r\s\^ wetoha dieses tfaiser vofticliieii kam, uad in w«)Uhe«i ithS« 
sich diese YernebTt, wenn man dasa^be durch einen Einbau jCBiamm ocl^ H^e^ir) so 
aufstaut, daß'^s von einfer verUkaleii Hohe =2^5 herabsinken kahn. 

• 'A'u'ff^süiig.- Da f&r den efrsten TheU 'd6r Aufgabe die Cie'sqhwTncrigkeit 'd^i' 
Wassers gegeben ist, '84 wiM maii die ■ etftspKclnMile meehaBiicHe''W)flMing «attlii 
$. 2^ bestimmen, für wekhe man h*t • . : •,-.- ,,; .- . ^.,:; 

' n^"^ ' lOöoo '(o;8)*' ^ , • ". '•. • ;•; 

. . Viir.ded^iveilea 3^b<il )der ;|prgidia giebt ^mUtivigi IV. f. >SB ■ >-3 ^ - .' 
. ^ t = (?ir = 100§>.!^5=^500e-*, . ' .rt .. ,i 

Hfef nach ist also die mecbamschfe tTMung in ' letzterm . Falle beinah .?7 Mal 
gröBer als im ersters, ; ' *• ' j ..i' 'i . r ., ; 

* '.'•■-'.'..'. 
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■ Fünftes Kapitel. . i " 

Bewegung eines Systefns von unter einander .umeränd^rUcü^ 

ip^'bM^detßier .mai^r^ller Punkte offer Korg&^, .,wenn die 

Gpsehmndig^eiten der. eingehen Punkte ößer Hörper 

•o ■•,• ,:■;,. ..;., •^»» 6ei«Atfe Stn^.X-, ::, ..•.:...■.,..,„ :,.. 

'tfr<i ' './r? •>:,;•; •"»* - ■• • .^ '^^rt-''» "•'«■• "J J: J <> *. '-in i :,:••■ 
\H'\,i .'.. c '.'.'• 'Af. .'.."/ •/ »r ■ /..*.' . »'. .'■;!'// ,•! ^;ji.fi .ji:»:. 

gung eines Systemes unabänderlich verbundener m^^efji^lle^tr.Pji^k^ 
c^d^r Körper,. .^ fi^keiui^ ;man, ,;b^^ <V|ß j^ie,BfB;s^/9^uug;, jedes 
efp^elpe^ .derse^bea sowpbl ^von, .f^r, aj^f üiQ owirk^qd^ern, ^raJ]L 
abJl^iingl, _ al^ 4uch . von der Be^cfipUi ^v^l^I^e r^ie. , aoiier^; i;nfiten^e]I)ßA 
Eup^te pder .£»öipfif ;de$; Systemes W ,il^i su^i/i^eiir. <#^q ^daß ifu 
Alig^weiqeo k^in^r, d^fsp|I?en eine B;?vfig|jng .,a^uiii?j^i,. die er 
zui^e dfip ein^irlqeiii^f^ ; KräC^Q . «ngenomfnea i^l^^p, würde, 
halte er diesen frei folgen können. ♦ ; - ' . 

A n, Um. daher di^ wirklich jStatjl Ifn^ende^ Be.^pgung eines der 
m^^eneUea Puifkte r4>äer Körjp^.j^a ^e^timro^n» wird ip^. dmyerr 
S^BCtoruDg^. kepaap ierneJ]^;j^lUss€d9,, welc^ di^s^. .B|^w€^^ua|;.ta'r| 
folgä der Verbindufi^;a]s T^il eii^es «^^steqaejs, .ei]fi^t.,. 

Die volistäDdige Auflösung dieser Aufgabe hat zuerst der 
französische Mathematiker d'Atepnbipi't gegeben, und zwar durch 
AAifatelhKog .d^^ fQlgepd^n Saiz0s odej:.Prio^ipeS|: , . 

.;, j. »W^'^dW, deipi verschiedenen mater^elieÄ. ?unlften oder Rör-r 
pefT) ei^siSy^t^es^ßevv^gi^ea^ mitgeijbieiU (eingepr^^^^, .^^ic:be 
fiiirJ^^.^jiÜe , ^geosettige ye|f]^kl(dv^)jg .d.<^r , ^atariellisn Pui^l^e. p^j|| 
Ifiii^r .^p^ AbHndprimg ^ .^r%yen, jq.^M ..yar, j^aft. »aii i^^ies^ 
^^jQ^guf^g sq , ^ j>^tracb^n i&anf| , . als wäre ; w ,, ii^f ajpnLeimesetst 
(f/esultireitdj.aus dc^n BeivegupgeQ, Reiche . di^ , xnatei:i€^ie|i JpuiiktB 
f|4pr J^örp«r des Systemes. jWirklicJi.,^npeluijeB\,.,u aus Btpwe*; 
gungen, welche zufolge der Verbindung vernichtet wuräen. Uji^f- 
aH§, .folgt fui^iejol^. daß liiere ;^ewej[i|ng^ vp|:}..der Art sein 
in}^sGo^^4a3,,weofi .die ni^terieUenjJ^Maktßo^^, Körper. /ieß:Sj[- 

^^W^. XOö »hJ^eö fiUein, .^go^egt. j^ejpdeia,,. ||leijchg«,wi|J))t,/ 
finden muß.« 



if; .; :'..' ' ■• "»I .i '. • : ■. ■- , -fi 



':•!,.• ' • '* ■ ' '*•.'*.-,■.';-.'» ' :••>• 



^> Um jede TrruQj^ zu Teimeidcn, machen wir daranf au^Dierb^aiiij daß, wenn 
in dem Folgenden das System unveränderlich mit «inänder Terbundener 
mäteHeHe^'fSinkte eki^ 4tnä deoiMlbeii- K9»pcr : Afagfl«$i*, «ffenhiir von 
einer; Vj^iaqMleii^il-.dfe ..Ii^^iriif^igiu9it dWs^T, FimMe « ; P w d(^^l die 
Bede sein kam), wenn i^er Körper außer einer ' fortschreitenden Bewegung 
auch e^ne Drehbewegung^ otter wenir'''^r all^M eine f>ktJM>ewegang besitzt. 

4' 



Dieses Prinzip Igäli :f||)rigi!(ns, vöil|g. qnterUndert , mag die 
Bewegung durch momentan oder durch coi^tinuirlich wirkend^ 

RrStte MfeufelVerderi:^-': '^ '••;•. '\:'; ^■-^;^^^; '-'-^ ^v;^^vl^--^ 

B'öi (i'er A^^v^dung , difese'^ Rrm2ipe^ M ; Äer Fohä, Wf e i«ff 
es so '(^feetf aügeftihrt b^ben," ist .esj i\iweil^n ' sieiiih' 'scliw?eri^ (ja 
oft unmöglich), die sich* VernicKteÜfcn' Kräfte, als auch die Ge- 
setze des Gleichgewichtes unter diesen Kräften zu bestimmen/ 

Diese Schwierigkeiten umgeht man, wenn man bedenkt, 
daß offenbar auch dani]K(li4«Jdigiefwicht eintreten muß, sobald man 
jedem materiellen Punkte oder Köiper des Systemes eine Bewe- 
gung mittheilt, welche derjenigen, die er wirklich annimmt, gleich 
und entgegengesetzt ist; und'äis'Prinztp ^efhanpi"^f 'folgende 
Wto-'ausdrtickj^:' *' ; • ;- '•' -^ ': •^■''^^-•' ■'■- ■-'<■'•-''■ '■ r'* ■ • -. 
"■'''' -»In ■jödem in 'Be W'e^ung^ »bcfgriffeäen' Syj^tetoe 
matierieHer Pöu'kte odfbr • Köfpet^ halten ';si<jh' d'ie 
mitge^theilten und i-ei^ultli^'etirffehl aber' «ntg«g'«fÄ-^ 
ges'etztöti Siöne^s g'^hifmÄeiien KraPt^- oHlferBewe- 
gung-sg-röß-eii geg^e-n^eiti'g'im G^lei<rh^ewii;h^te, y^^iln 
man (überdies) ^üf'-dfe 'Beschrf'ffe'h^e^'t'' des sVstemW 
Rücksicht nimmt.« .-; • j.:^^ r- -: ; ' u; ' 

MH Hülfe des' d^lÄiledbfertsctienPriööipe^^^ jede 

zu bVd^wtvrlfeiide Ftagö* dfef^byhaÄök'' fttif tfa^^ iter Statik ztf^ 
rÜckgcfÖhrt'Ti^rdeü!'' Die'^Aufgabi^Ä' d6ä föfgöndbü' Pärögrä|rfc<^ 
sollen zur '^öit^eft Erläuterung hiißrüb er dteö6n. ^ ' ' ' 

Aufgabe iV ^ÄÖt'^eü ft^eieü'fitidferi-'einef üb^r-^ne feöt^ 
Rollo 'gete^6tt';^'vöffi^^'*Bi%simeii S'<5hträf' ^ sitfd" zW^f Gewichte 
'Q:jL » und' $'^ekn|li>ft; ' d'ei^tf'-^^^^ 1itfd >^' «üd- 

Beide Werden zuerst jfestä'ehaften', 4^6 'keine' Bewegung antreten 
kann, sodann aber lös gklässeil, widnach '^ 'in die BÖHfe s^igt, 
^.\- q abff: hferaMnkt.' ; Man ' soM'^ die B^sfefiafffenheit -der /Statt 
findenden fefe^ee^ung-'^ngeberi; vi^eriii däs^ÄewichtäieiV' Rolle »tiiid 
der Schnür k"V^^ fflfe "KÜpföiiVybiltig'^tiÖei^ B«tra(5ht ' gelassctt 

Auflb^'un^:. Da hiei- ^Üefn 'die' Schwei^räft; als hhy^^^ 

gettde Jü-äfti'auMtt, 'sd ^rhrnt^^n^^^ wenn dib' respectiven Ge- 

schwindigkeüisztinabmefn' in ^er-isehr Weihen Zeft T mfi' u> ontfip' 

bezeichnet werden, folgende Data: ". i :.. :: »inui 

•Mitgetheilte Bewegungsgrößen. Resultirende Bewegungsgrößen. 

mgx tnw 

si.. Bringt man letz^ue im entgegeugcseUienrSiAn^.^ujßjr^steren 
ah, *o erfiält hifamf i^iaeh dem d^AfeiÄJbert'scheii PrffWJipe: '• 



da «afili der. Art #r ^^flt^ißAm^im^^m/'A^eiu Hm^ti lUh : 

Hiernach verhalten sich, ^die uGescbwindtgkeitszunahmeu wie die 
respecUven ZeKen , ' ^\i. 7i.~1^~ . roJHi^Itiirende" ^bewegung ist eine 
glelfi^fgiTn^.^effqWeuwfi^ >Ji|id dißl ft^flqhwi»digliÄit!, =* .r nach 

dflr^Zfity.t^Wrd-sefeT u;.»..; i,.!' -irr-i :. i. . ,,,:,!/.:. .') m 

.- " - • " 

Da ferne« «ladi L^ §. 1 1, ^« ss^ — ist, so iolgt auch : 

Die Spannuiif,- lM4cb^>ider Fadeä -ei^ahrt; i berfsthiiel sich 

(' . G\ *^ 
;li.^j*i;. I oder weil nach 

'^ '-Vorsilfelienae Säizfe 'fintleii Änwendting 'b^i dör ÄlMroöd|scl^^n 
Fallmaschine, wenn mai^ von Reibung; l^ilbi^gimg und AeA Mas- 
sen desi Faxens und 'der Rolle ' äbsiefc^. '' *^ ' ' ''V_-^^ 

Aufgabe 2. Zwei schiefe 2hdächHii parallelen Vertikalebeneu 
Uege;u,4e%FJ4ch^ iw^ftlcbiß. mitj^^P» fl^<^^)>nle .ffjeNeig^jjs^oJ^el pt 
und ß bilden, sind mit ^hren glefehei^Mühen aneinander gerückt, 
mtd im Seheibl deisgeifoeBi eihefesteifRoIlB^ an^'ebrMiti.^ 'Uhf den 
-UMpeetivefi Fluchen: befiiidenisich^ die.iMasB^in undiiM/H^tthe 
4mrdli' reinem höchst biegsamen .fiberu4ie > bsmcrktcj 'foste RitKlle 
igidto^dn ^Fallen ^it eltaimdett'vetsinigtiJsiHid.i M^iü ftoll idiö Ni*- 
Ittr •tier'BettiregiNi9/angdleii<':wedn> heidedTerA ein6>>i^nKthscli«fi«<- 
ffefae Anfa^gsgeschwiindlgftteil :^v idi'SnMre "der Massig ><4il ei^ 
U^eü^l Sodann ^«kber dieselben derWirküng; der^SchJvsrerkral^' ühdtu. 
lassen, tlBrigenk» vod: alleh Reiböh^tiruiid ^er^Mnsso deil ffost^ 
i^lle^ abgeitth«n>:iwk'd'?*-!i''t-; !•»)> • .;• .-nM -sli -^ ■■":.■ nU 

Auflösung. Bezeichnen wir wie vorher die- Gesdiwiu- 
digk«it(9JUBahiiii6D, fwelcbA.diei Mas«ett: .9».>;uu4^^ ionidQir'/Zdt x 
erfahren, mit «? uu4 «i?/, s^ei^eheü 'dloh.o))nQ W^j^j^ :..... 
die mitgetheilten Bewegungs- die Te3ultirendeu.Bewegungs- 
groben. * gronen. 

/«(c-j-^sitfa);'" ■'"* • '- m[c'\-w)\ 






'y Ans diwflm' B#M|>ieie .erhtlU zttgicicii, «<cldken> Kilile»' iimii bcg^licu \\uid«, 
wollte man Massen mit Gewichten ireinTe<|i$c4i<.' <•: fn- '« ' •.« ' 
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PolgUch nach, del» <l'Al«»bWd«hen PHatipe, Vell auch 
w^vr seia muß': - - " • ■ ".< - . 

« (c + g Tsin a) + m' (e-- gtsta ß) - (« + „/) (c + ») = 0. 
und hieraus: - -, . i^ \ r 






li* aio Ä — «»' iln ß 



^ -^T i nr -^lÄTT- 



<: " «. ' '.(. 

I 



« 



Auch- dieser Airtdrtek läßt örkemiei», daÄ'klör' 35üii«ttt 
an Geschwindigkeit zu Ende einer jeden Z«Ä ctetarit, : f^KH<* 
die Bewegung dne gfeicWönnig J>e8dileui41i^_e . ist, so daß man 
für die EndgeschwiÄdigikmt =a;i= v n^ch. ^r^Zeft f erhält 

«tsin« — iTi'^inß 
^^^ yjl-|,y^/ >^^> 80 wie . 

»> sin g -^ fyi^ sin g /' 

>. Bie Spaofnqnif des Fadeiis engiebt »ieh hierbei jw: . 

Äfit »erOcksichtiguBg der Reibung aiif beiden schiefen Ebe- 
nen ward? man erhaUeÄ iaben, wq«» / und >* dfe^eüispre'- 
ch^Ä^ft fi^bungseoemci^Äten «md (uirt mit ^eachtuqg vtn IV 
und V, §...33 der Geostatik): 

^_ m (sin g — / cos g). -- m ' (sin^ 4^ /^ cos ßl ■,'''.',"'' 

j ^^ "" n r — 7" • if^ etc., * ^ 

S(^ S^ akSeaspannung :^^^ 

• AufgAhe^. A« elhem Wellradfr sind zT^ei; tellig bleg^ 
$9m FHdent so angeS»adit, daß der eine am Umfang© des Ra^. 
«es, der andere am üa^nge der Welle Jbefesügt mU w^rmd 
4ie freieÄ Eni^n reftpeetite mit Gewidhten Q untl q ihi^M 
«md. JXer Radius des. Rades, oder.der Hebeiar» ven'^i^ mi H 
^er Radius der Wdte oder 4er Hebelarm^ von y se« =«ir^ 
man soll die ürost«iide der Bewegung. angeb^^ wenn ^Är>Är 
Mt und, von allen t)aäsiven Widerständen abgesdien. fttrner auch 
die Masse des Rades und dw Welle außer Acht gelasaen, wii>*f 

'") Am den-ftbgeleitefei» Glejohun^en erk«ntit mnt soW«, dirfl di4 ^lAedtl^rttMli 
der Bewl^gung ist r g,^'^_^^-^' ^^ß^, f^^^^^^ .. .. ... ., . 

die SpanBung des Fadentheiles woran « .^ m Ca sin a — V?^ = * " 

mm' . .. = ., 

v^ic Spaniiiiiig des Fadentheiles woran m'; m[ (^ fi^ß 4t G} =? 

* ' th.?;' w^K*" ***' ***." dw ,Sacb« nacli nicii« ander» »eMi kann, beid< Faden- 
töeile erfahren eine gleiche llpannung^ , , . 



I 



öö 



/ 
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Attfli^süQg^ BeguiQt;. dte.<B6!w«guog wm Zusttiiide der 
Rvia aita» so ^blU 'Oiitti^i^enii ,MHt dja BezMohmugaii* «^k» 
ersten AufgatMi b^ibehdltida werden, die mi^theUiea'tftndvresulff 
tirimd^ft Bewefuogsgfdßeii zuerst gaUz' so, -mn hm. >gedadiler 
A«tfgabQ. .UtB aber mit Hülf«. deis d'Alembert'sdiduBrinaipesi^Ke 
Gkttibge^iobtsgtmhiiiig zu J^ibient b«t iKiaQ< hiär;»die ihe^ooderid 
Basi^affenhmt' de« Bysteme«^ d* ii. au boFOslniditil^ii« dirß >(«t«h 
$. 91 der Geostatik) nicbt die itespdrtiveni fiievegmi^gi^ßea 
sellii.t, sondera . derea slfttisobea Momente b^zogmi < duf die 
Brehaxe^' ieinaadier das Gleicbgeiricllt bu halten habeoi .fiärMgt 
al»Q, .wena. m «und ifi^> die respect^ea Mtssea .von <^ und^ 

. tngx R — m^ffxr -7- («ifrÄ + in'«?'/-) = ; # ^ 
oder da «p' == -^ ir sein muß, 






mR -| ^- I fr = 0, woraus : 

tv = R' — ^x 1 -■ — r-^^ffX, d. b. ähnlich* wie früh ei*, 
die Bewegung ist eine gleichförmig beschleunigte, folglieh aücb~^ 

U^t^m Ist' t^'ofindob^ ^r^ EtWfgesclVwIbdigkeit von ^ m!c\\ '4^ 
Zbff f , Ißlr die ba= r^ des 'Gelrichtes ^ nach derselbe« Z«^! Wilrd« 
man erhialten: * •- - 

Da die Accelerationen von respectfve Q und ^'slnd: " 
, G = rS^^~^^ mi^^Oi^r ^^7^^\g\-: :. 
sp erbUll man, . . , 



für die Spannung des Fadetos Woran ö :öl 1 -^ — |= ^ ^^3 , '-- j 



'''fl.' Prinzip von der Erhaltung der lebendigeh ICtSIflK?. 



• » ■ » » 

' *'^' Vwbenanilles Prinzip Ut Tdir die ' technische Mechanik von 
ganz besonderer Wichtigkeit, sein Wesen lUßt sich indeß nicht 
wlc'd^ä' yHnzfilh dVWfembdW's ' durch, ^b einfaches «»isanttlmeul 
darthuu, wie aus dem Nachfolgenden zu erkennen sein wird. 
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. •( i)onkea\wiiiMUüSL:'iiuiJ'€reir.beii^egUoto«r»%st6iii) «voiii ini^eräii- 
iMiohi^initiTdiiniidlr v4rblMi4enena mateiMlenl 'Punkten oderKdr^ 
pbnijiwovoni:iddei^!ftokrMlb<eki dukx)h boKlEibigeüKräfte .aur BewcH* 

Mhid/einer Seitii^'-dio iwirüii^/fri) fi* 1^1 IdelnO'^^itth^iicfaeä^Hll«^ 
tfaeflti'dei&eB^>daBM6owoU iob4 irrlittiieibd'^^inM'fstfMiäii'ifciMcibri^ 
beneu ^NlBg0iali^i|g«rAdfiiä^ afe Jucb ^ieiielii^rkehdcin 'KrtiM all 

ooti9taiil>taa[|gesettbai!W4}rd0|t kömiki. <^ in ' Aru ^t^'n) i' *> ü: .'// 

•!h iHierwMsh) Mzetöhii0ii*:Vir die^i!|iUf diii"dndr:das9eibe. Mii»«' 
kekittieiKhenDilt'iwipkerideii iftrUlte'j! 'odie^ ^dle '«i^it^eitb^Hiteiil 
^emgut^sgrößen:) .(flUa aiuo&'idijd iResilltihmdeo > mstircvi anderite 
sein können)» während den auf einander folgenden ZeittheildiMHi 

(/ "\ ; 'j -•-• V'v\'\i^ I V- v«v , 'vs. ii\ , '•"•J*•v• 
=— I, 2t, 3t... mit kiy ki, k^ ...kuf (Jie Projektionen der 
^^ 'U,L' !.••'. ••■. -". ^'v r.l* ;>[•.'» 

Wege des Angriffspunktes auf die RichtungeMk dieser Kräfte mit 

Ferner mögen^ di^ resultirenden Accelerationen cpx, (p^, (ps, 
... .a>a, folglich die resultirenden'^®ew#[ttng^rößen f#i(pi, HKp«, 
m(^3 . . . m(fn sem, so wie 'endlicp <,,di0- >i^ß^ aes Ailgriffspunktes 

Aus d^r V^rbtnSung ..des . d'Alenöfberf sehen ,Prinzipes mit 
dem Prinzipe '-^ar \irt|iei!^ Ge'^hwipClgkeit<^vv6ra^ 
dmin^: w.<«ni^¥luifcb das.Zfi^^ 2 iti^ pu& denJFiPüber«n::4»Qto)Blj9 
Bem^hmig' awf (Il)|i0 Jtt^sHmtfi^cheft fl^fi .^ysl^mes ausgefdrüelid ^M: 
Für das erste Zeittheilchen : 2 (ätj /«?i ) = 2 (««pi <Jl|i 
- - zweite - ^^^ : jEi^a #^3) = 2 (iiKpaÖa) 

U. S. f. '0. ... u. ^. ^fi • '• u. s. f. 

Daher,. für ^[e^ Zeit /; 
2 (A?! «V •+ Äjj-^i . .. , . , 4-*h«Pi)> =*»2 (n|(f 1 (Ti -f-|fi?x0i(ft . . « -^ mcpnön) ; 
oder wenn^'^män Sie in den Parenthe^n fidfindlichen, auf ein 
und dassellie Mas^^ntheilehen sich beziehenden Summen mit S 
bezeichnet' /. ^ ^iK naaii^l>fiik£amt6f..$c^mbv^isi9:. ; ; . : 

•^ .;;;^. -m 2Ä(Ä«r) = 2Ä(«i(pö). 
\ BetrÄcKten i#ir *nun poch einmal einen und denselben ma- 
teriell^a B^kt tri c^s Systeraes^fUr sich allein. Zuvörderst kön- 
nen wir annehmen, daß die Bahn (Trajectorie) desselben eine 
continuifl^p .Curve isA, 1^0 d^ ibel de^. B^^wegja^JS wppn die 
auf einander folgenden Geschwindigkeitsänderungen allmählich und 
unendlich klein sind, nach . j§: 22. ein Geschwindigkettsverlust 







'S? 

»MtiN«t«eiii%><'ST,'>c...'fkV'fn-«lkw<'ie4liehC^^ <&li Ge- 



TaSii'ii'a^'!t"ß'mi<i" '"'V'"" ' ■••'■["''•■" ■';"'[ f "■'■"''' 

•jj !)•> '.Mir,! :„ 'i'... i ■-'»'»' ^: ^j ' ; ysf'.''"^'<?a!-: .J.;t. ^'ti'»>.'>>l j*. ^\A'vjiiVj ! 
Jrj/li;::/:'i-vj{ •■! yj) «ii) l:nii ?l^;J^ hiWh/Jv(J r; ■.}.'? • \>r'y:\-\\rf -uh lUV»*'' 
-TiV iIM.i;. ;.'%,,••»• ♦!' \ T*>5««'oiA5 '' •* "*-'^(*' ^''-ft/f^. "i;!) .ir:.-. v .»«1 i >»> 

. ■;! •. '!M '5*i J'l ! .*» J« q)j|gn tfafc vP H > i ■.!*T\^iiB • ,■ f/ • ,. /:f;i!i *li '> 

)i iii«niiM iriieii) diircb* ilKlitioii -aMl «gleiohzeitig& MniNjpiSBation 

— r •*. •'•••.tsli- '^Jio/^ 'Hii'» !?• .•;!--? i.* X''4;ijli ^''1^ '..ir* ,.; v:.?. ui :'i!) i.m 
fi'jt;. .. : :»)i/. iSllMikl'^ess |f|'>j''4 — »*•♦*- — H***tfei;l «jur-in v m. »•■•>// 

. :sn II '.•»//'• *^ .T ^> ■.!»i-'(l.;)<l •|'>L '»njijr:^ .:j j*»,'..^ i\r/. i. .:\ ,n')W:n\ r^viinr, 

.»> ,';h \y} »: »1.(2) i ;£<Si(A>|f^ ?M»S »i i , B i j !» > r ,f '» ),'•.*•■£ .'-.r«!;"'! • . 

£ aller auf dea^td^t^'^mwirk^deB JiUä^, SO ist nach $. 26, 

2ü9ilr 2c .|fllir ±ttf AS(to}^;v'<fe]glidh ;^aii8 i2)r^ »o / ... ; r. . ,-;c _ 

.*} 'i-U,U-- '■>** i!» .* :il. • £ (JJf^) ?»?* SlItr-fTT-— TTTTTT.*';: '>?/! 

-• • >'i '1 »I» ' • •» K.i: .'IM.' "^j »i • ' > •.. ■ :> <"V .il 2<''" '. -•■ ' •• ' ' •• 

. , l^<^ff (^fichw(ig. 4rüc(^t. , das: gedachte, Priiu^ij) ffiis; und x^ffsur 
ItJ^.^^Hen fcilgeiuienirtaMi:^. - •' . ' : ...i .: ^^.J.^ i-.:« . .i./ 
iDeir; Zii»%acli8 ' d^ev hwlrhen <S>aiame,:;de<i ia>hwnAh^ 




.._,-.- ^ g'ewjss.eii 'Ze|t (öder' zW---_ _--__._., 

bigen gegelienea Lagen des SysteifieÄJ.'isiji sti^is (iler i^I jäci) 
glerpU, 4i9r{ jS>,u,minrp . 4er -m^chau^f^hjEiiti; ^rb^fiVten, 
welche während derselbeik/ Zeat ^rlon;.'.aMeji tau-f dajs 
System wirkenden Itr^ften verrichtet wurden. 

• Ztt^aiz 4. -'Di^'PHatfip^ i«t'al]g«tia«hi^80 laiilge>gäl%' äte'tlAi 
VorahttsHiitfcilii^eiti '-eiitl^rdißhea' Wird, «dter> 'W^lcli«ii< '^ ' h«r|«llG»iliA 
itwrie, JT. ti. 8cNl»bi^ 4ie'Vc^bMlttiig^«vt: de«i%sl6imeif>u9Ve#lliidef^ 
lieh bleibt^ und keine plötzlichen Geschwiildigii«it^T^rflftdl»kltfijf«a 



*) Die Frage, wie weit sich mathematisch streng genommen die Allgemeinheit 
'. /; <. 4e» Friiknipat «Ifirackt,;. mufi hier: nnttärieri ^JMbea. » Aisfilhilifikei Bidet man 
. 1 bieniher i* FoisstesülMhaniki, doiltofifa ¥on.9r. Slinra« f^ i6l> 96< wtfe in Na- 
vier's Resume des le9ons de mecaniqae. Paris 1841 $. 337i 
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',ii Oft» K4B|iM«ii¥Si«<'4ffl-Pr^p«4i^Brprja#r(. pipl^jtof^l»} ir«||#h mim 
<M*ch|et, .^aß d^e Sömme (J^j, ljbeo(iig|^,*r% #«,clfee 1,^*1^. als 
wären die einzelnen Punkte oder Körper nicht piit, einander y^rb^iin^ 
den, und als könnte jed^r der auf ihn wirkenden Kraft' frefiblgen. 
Auch ist der Nutzem^ des Prfnzipe^j Zff erkennen, wenn man er- 
wägt, daß, um die mecBani^he Arbeit anzugeben, welche nöthig ist, 
um ein System oder diQ.^ Irägef»' Massen desselben, aus einer Ge- 
schwindigkeit Vo in eine andere vwvl ^^metzen, man durchaus die 
Wege nicht zu kennen braucht*), welche diese Massen während der 
bemerkten Geschwind igkäitsände^upi^en zurückgelegt haben; oder 
wenn die wirkenden Kräfte f>ekannt sind-, und die Geschwindigkeit 
der Bewegung des Sjrstemes nach irgend einer Zeit angegeben wer- 
den soll, außer der Anfangsgeschwindiglceit , nur erforderlich ist, 
daß man die Wege anzugeben -Veiß^ ..w^^che die Kräfte im Sinne 
ihrer Richtungen durchlaufet. 

•i(.iM.ZfcitiJiy;tMtd^:jiInvder.teclmischeit iM^chanikb findM «nter 11 Indern 
das Prinzip der lebendigen Kräfte besonders bei den Berechipui^ngf^ 
etc. der in Bewegung begrifTeoeii Maschinen eine Tortheilhafle An- 
wendung. Hierbei lasse« sich stein -itwerpriöl Arten ron Kräften 
unterscheiden, nämlich solclle im Sinne der beabsichtigten Bewegung, 
tnnib^MchliliiweAtli« ^li edi^entodtgog^tifABeMiiSb SliAlie^tliälfy sind. 
Die Arbeiten, welche diesen Kräften entsprechen,' beidinhaet 'Mm 
respectire mit den Na»]]i€^n-^b^wegende Arbeiten" tnd „widerstehende 
Arbeiten'^ Drückt man- mtem cUi^ell Pp'j^ l^tziere 'durch O9 aas» so 
ist, nach $. 26. Zusatz 2, £ (Rr) = £ (i^] — £ (Qq) zu setzen, und 
'^^^i^fg^melhb 6lei<^ftung 1''T«8f Vichi'folj^deri^af^n ä^iifdl)^ : 

Zusatz 3. Von eitler -Masohiildldfeigt m^iif sie: kMadxi; m^ i\fa 
Beharrungszustande, -^wenn-^sie sich mit unveränderter Geschwindig- 
keit, also gleichförmig,, oder '«Ä bewegi, «laß lieh die Bewegung pe- 
riodisch wiederholt,, imd die Geschwindigkeit am Ende der pewe- 
)^üg ^Mch defii^t; womit dr« BeWeguäg begtfAii. 'Fat B^f^ Fälle 
wird der Zuwachs an lebendiger Kraft |fU^ldir>N«Uvdi<J MtAlrinen^fatt- 
4«ik> flustldek' Betsegungs^laichung l^bai« ^negi und! es Mgi arus JI : 




. n > JFüi^'d^n Paü/'craß'* irch das System nur auf zwei Kräfte» P '\M 
-Q. be(lüiirt,>i(bl|^ -aus IH dJe l^roporiibn> '. n o i ;! .. ' •) a : i > .' 

il^l» 4klii$' Ajpdjsres ali^ ()«r .bec^Us !iPPS:.4ftf :Cie0s(a|ik .g..x3@ 4>^kannte 
^firjM«o)ie X^ruAdsat^.ist, Kierdtifpjb eirh^lU 'Zugleich <liß «i^«ttK^ 
-S^dAflliiQgi. der lÜF.eineü. he«aiider«ea ^^\ $• 19«. Zusatz .2. ,^f,y% 
4^f|pd«tifiii^ GleiobttUgh. ; ,0 ! ^ . ; i\ <. ,ii 

Zugleich folgt hieraus (wie auch schon aus dem PrinoipAid^r 



"fi. "i di(y G«schwinä|gktitäii; e.-tind'>VQ««iii^''weiu. dtesä{Ae«4eraii|c^^ plötz^ 

lieh ^rfolgeK' '■ J I -f.«* •» ■ .- ., ■' - .■■•,. <^ • Mtit- ? . ■ ; 



ArbeiU- noch Kraftgewinn bewirkt werden kann, sondern, daß das, 
was an Krafti gtwvnMQ« wird, / asiiWsch vejrtorlkn^ Uriid and M^fr- 
kehrt*). ' ^ 

Das Priuzip von der Erhaltung lebendiger Kräfte, otd^.lUU^ 
zer das der lebendigen Kräfte, wie y^x es im Vontehenden darge- 
stellt haben, . gilt eben s6wohT ' für 'freie' als ^%cntfreie Bewegun- 
gen, was einfach daraus erhellt, daß wir dessen Herleitung oder 
Beweis auf das Prinzip d^Alen^er^'s und das der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten stützten. 



« ^Sr 



,d^r blolf zu ^^^T »r^heweflfp&.^er^iÜ^et .^ir,d,.,^,^^ 

sondere Gestalt zu beachten, .^.. Felder, ^^pflfu^, ,ufis^i[p ^jOil^^g^ 

n^eme qieichung auftritt. . ..'. , ' ' / ' ■' 

4^s Körpers. am ^n(^e .4^/ Z«it ^, f^rifpr.. ^^f.^^.Qftv^•Q^||l4•? 
re^p^ec^ven Abstäpaiß. df^j ye n]^ajle|7,e%|i[) P^^tie- vfl^ 

der^ g^flifipsch^hucje preliaite,; sp wie i|v 4^k *aV,'M fc.^e 
>;ol5unea,aier;gedif;i^tefl.V^^ 

Ml 1 PwftW* 1*4 i^i *s(rtutw,j(Je^^Vig(||jJW*j5ai»d^r<»,bej«^ 
,fend^ ;jPw4^ta »^i 4^l|{i«>,^^^ . \M^f» wHL.idiQ. ,lMWe uftnipiaiß 

Jhr^t^fiipdwa ^rHIM^, bat i|uiHfk>iw, , , : i .jh// .,..f, .,,,^ 

S (Ar) = 1 i o» (A, Q, » + *, 9, ' +. *» 9» '•••*» Q»*) > ^- «• 

{l)2(Är)=il««S(*Q«). .;••''-' -^ 

Der rechts, in der Parenthese beQndliche Ausdk^uck , die Summe 
der l^oäuöte aus den Yotunfen ÜerKörperMeipentein das (Qua- 
drat ihres respectiven Abstandes von der Brehaxe,; «^d.,ia. 4^ 
Mechanik mit dem Namen »Trägheitsmoment« bezeichnet**}. 

'^' Be4ß' der Körper, stitt Vom 2us\andid 'tferVRühb ^^^sgbhend, 
in seiner ersten Lage am Anfange der Zeit / bereits dj|^jWiilk.^lg0r 



*) Kann aber anr diese Wbise ein Kraftgevnnn nicht erzeagt werden, so giebt 

O no^ Y^K ^Wiiget ein^ lM9fdi4nev,;4ie, ¥0|i.ei9er]l||>|»^ntfakraf|tiR.«l|fwegung 

(I .?®?c^zt, sich stets in solcher erhiäll,; eia. Perpetuum mobile (rorpeluuin mobile 

•'^•>''^*€«halite^ta)•tg^dÄWll1i*•Wfng Vle&trÄioglfehheit/^ • •= '^»'U \\ l»in' 

• ;.;r> Hiernach ei9ilart.>ic1| i|er «4(»'der4eo$Mili||iei«g«mhi!lfe^|iaie>|9|^ die0a|iiiK! 

der Elemente einer Fläche in die Quadrate der. r^fiecUven (Abstände darae^cn 

Ton einer gemeinschafUichen Drehaie. ^" ' " '" ' ' ^ ' ^ 



-seliMit ^ J* l9v ** ^i{k^^).'^ Soittfus wird ' aber » aii9;;( 1 Ji > : >! im. ^ < tr 

2(Är) = ij2(Är(}»)(ü)«-ü)o«); 
oder wenn wir analog $. 108 der Geostatik 2(ArQ^) mit T be- 

••♦'s.. M"il''i': r. !'■'> !> *ii/.' ''!!ii» .ii > '•."> -.iü/m!) j! »...;. »•i/f/ ,iif)vj 

Um wemgsleus .für eioen Fall die Anweaduag , eJtc. des 

i^lt Äbsi*ntfte W %l'»järdeg^eiih( 

mkrels i!c(sseib^ TOlgendä Aüifgab'e. , . ,, 

. ..Man .soll .die .Geschwindigkeit der vom Zustande der Ruhe 
äüi''*fcPniieÄti tee4gütog 'zWei^r ;|töitiöf^;Vim^Öe^icMe^A u^d 
A'' näfeV eiiJtr^eit 'f bMtahieü,;*dib Vte in' dei* Anfe^'ö'^ dös 
r 3ö''li«rzwdf^?ysaiirmeÄs¥(iÖefi^ scK{M\1ibönen'; fongfeheii. 
Wbbef j^döcir d«^^ D^erächieaf^Stad^ lOnaen'to^^^^^ ^fetiii übrjp 

göns diä ßi^^eichnüngen der- g'edachbn Aiit^ab«^ 'belbehklfen "(ee^ 
d^ie^i die' dorP^^daeHtcii f<l^te i^oll^'ibi'^lteh^ef>^ kdhii^f^ £be- 
ll«l|i'«(in''W«liräd^ bildet, 'fNfliei i^ader Hdibltoettei^ nS^'^Rild^; 6 
der der Welle ist, ferner df«^<V^d^, ^H^ot^ii <^ tintf ^"^> b^f^i^, 
respectiye übeir Rad .uad Welle geschjagen^ind, end^ch die Masse 
der Rad welle (mit Atisn^hme der Zapfen) in Rechnung gerächt, 
von sonstigen, passiven Widerständen aber, abge^tfen wird. 

Auflösung. In Bezug auf unsere allgemeinen Gleichun- 
gen ist hier . \ ..,,[•_„. ^ ^ 

2 [Ib') '='S (Q sin tt /öj — Ä (g sin ß . ö, ), 

••.; •^.i^)ml^'m ^l-y.:5 ?!?:?] .^;(ö),. und w.^an .^ (<}) = * 

(1) 2;(Är) = ~(^asina — ^Äsinß). 



-/'•!, 



und' ^ mit c und C|>^. .id^ß .. ;^in^elges€b<wi«iiiigkcit ,dw vlüldwello 
inA'"t()/ dais TrSgh^ilsmoni^itt des Rades mrt'T;' dirs dl?r« * Wolle 
ititr Tj, so erhalt mah: . , .., .,.. <p,,.,,„ uv .>ir. 



*' . ..' II- ■. :[•>{,' 'Ki r. .1../ .••T>^'ni ■ •••». --l) ''•\'>.\'\^'< : 'i ' .'» '• i/i.ni'I 
oder W6g^ C. =:-r.C, Cv)ii,— I . . . 

f'efn'erweii m4'(1!)''5- -'il* derGeostatik: f<i=\ka\ T^ 
=^'4')tiJ'V sobald'^' und, Ä. die Volumen v»n Wen» lind Rad 
bezeichnen; ., ...-. ,,, , , - -- _ ,. 

\ : . u . iifZt x'i.ii'tr.g . - g a* g ^ 






- ,. V'/ * . •^«Uiii4i:,3>'''i.. ni > ' ••. ' ''■'.' •*'■' V, •' ■" 

'■,_üeli.ei;lfauBL'«Jal»er'i*us.,(l).'ua^, iil. '■■' 7 S-ni'"''' ^ ■, . Vii'x 
-^ (^a» + y*»+iPa»+|/>**)=- (^asina — y*8inß) * n- 

•. i.,/3^ u.u:*'«^^' ^ ^g sm (T- y^ Sing . 

Die AcceIeratiOB<aBai&4är-|)«va0wag !strvfal^di<t- 



,:;.;i,v iii.- m.v -. •"> Atf gi^a'iliJWft«hi>ß'": 'l'-- rti......ft 

oder wenn a = p=90* • 1 ii.iiif;!!' 1 • = •• . 

sa vie iV©QA überaies a=fv,- ^ - ,\ .. >. 

Alif^bff9, 1 .niHt Äi des, Sn;ßO ;¥uj>erich^jgfii|, . „i.... >{ ,fü>L' 

, . ,.; Prinzip Larnötff. . . , 

'• -=■^•$V'S4/^i*^•^^- 
eine Ei^äozung des tenzipes' tfir^lebendi^kr Kräfte^ fOr den 
Fall zu betrachten, daß -bei der Beiregung einei^ Systetiie^'^plhU^ 



wie schon |)eti^rki, da$ Ißt^tdii'ei Prmx.ip^Äeinc4. vertier ausgespro- 
chene allgemeine ^itltigkeit ^riiert. .» 

' Es sei wieder m äü^i ffsLSsh euaes beliebigen materiellen 

Punktes oder Körpers des Systeme^ der vorher betrachteten Art, r 

die Geschwindigkeit, welche diesem ^^^^ ^^ eineni .g^isebenie^ 

Allgenblicke besitzt, und deren Gr<i|)e und i^chtuhg "durch die^ 

... , ^ - '^ ( , . . ' Ä u ^ . Gefilde AB fig. A^i darge- 

xi"^'* I®- ^M\ *ü - 'sfellt seiff ffiag;,. ÄirgWmm- 

T - v\ ' =_!ßt • i= ' '-^ ' > ! •> 1 1 P®^> ^Mf^i*' f^^ diirch irgend, 

^ ^^j V ^ jQ mgkeit sich üin öin«^ eftd^ 

^'■^■^-S^^,...^^,^^ .....-"" . liehe Größe UndeH ''üöS^zu 

. ^ »N , ,\ ' |~ »^^ \. ' "^^ . - > ' ^ ! ^i ^}^' '^i? ^k* nacÄlti^-r 

^' V, ' ' \> '\ ' lung u?ttd Größe durch Äff 

.darstel^ .^oUen* Au« Aff^ 
und AD läßt sich sodann das Pj^raUelogrWin -^BCD cou- 
stniifi^; ^w<A\i: wir «kie l?^i^' .^"^iliäKen, i^"o1I^nl»ar -nichts 
Anderes darstellen kann, als die 'Ge^chwindigkeit= p^, welche 
zufolge der gedachten GeschwiiQdigkehs^t(derÜnj|^ VWlöWä'-'^egan- 

Nun ist nach $, 9, wenn VC^Z? == cf : 
multiplicirt 



r* = rii?.-h t?a^^-^'^2rif?i"^s (t,' oder ,MS^^^»iv,=Jiiap -mit im 
iplicirt: "* 'i . v . "'^ ■ i .' 

wonach auch für^c(il^^|||j^nze*^^^ zu setzen sein wird: 

S^»;4=J£»iiPi.*,+ 5w^ (^4- SaiÄFjWi eis a 
oder wenn maü^die ganze Gieicniing( mit. ,4$r unendlich kleinen 
Zeit == T multiplicirt ly^ ^ ■ -i. . 

(1) T S (w*)'=p^lf (Jw^^'l^^^*^ Lp»^ cos a. 

Nach dem Prinzipe d'Alemberf s 'müssen s^ch die Bewe- 
gungsgrößen nw2 im Gleicl|gewicht erTiallen. ^Üih^'aÜWr^'flie Ent- 
sprechende GleichgewScbtsgleichunff . j^Orr^^ ^den, daß sie uns 
Kenntniß über %ie NWut !eiiffeä> Qnedes der vorstehenden Glei- 
<ihÜnf^^fV^(^aini' b^Äken wf^'^u^s 'U^hi'Sy^ett^^Ei^' eine 
kleine Bewegung eritiöik!''^i>''k^hh*,'^äa(r:de^''i]£i tohe^ v^ü^'fQ^UA 
der unendlich kleinen Zeit t durchlaufene Raum ri cos a . % ist. , 
Sodann erhält man aber,, 2;u{o|ge .des^rPrinzipes der virtuellen 
Geschwindigkeiten für das ganze System, die Gleichung 

2 utrari ;qes ^ . t == 

Letztere Gleichung lehrt, daß die Suntmä^ der leliendig^ett: 



6») 

KMfliftd^ S]«itemef(> aaob.4«r,|faöUli«heiiuGes<Anilwli«kfthaBDde- 

rting ff^teser ist, ela die Swiaüie; wtlcha- vorii^vivdriifttideii «rwr. 

Statt dieser Gleichung läßt sich endlich auch schvMeao r> - 

2 (»ttJa «) = 2 (ifiu^) ^-fi (ül^L^J V d. h. 
Die durch eine pl^-tzlie'he G eschwindigkeits- 
Vert-ätkderung verlorne - (od^' g€Jw0nneiie}'l''i'äb'6i»dige 
Kraft ist genatigl'eiteh dterSttÄto'rf iieir ven 'den^ v^'i'i' 
lernen (oder gewonnenen) GeschwindigiLeiten herrüh- 
renden lebendigen Kräfte. 

Vorstehende Sätze begreifen das Garn ot' sc he Prinzip in 
sich*). ^ ' • • ; "• - '♦'•-• 'i » • "' 

Zusatz. Iii Verb ^idüQg'MU dbm Cai%iÄt^Vs\tlidii' iViozipe ge- 
staltet jMcK.dJ^ Al|g^(npim.Gli»ch,ilttg für f^ PriilW. iittir^rli^hung 
lebendiger Kräfte folgei^d^rioanen i , • 

|Em(o' - c.«)+|E(mo,*) = i:(/»p)-2(()y), 
in welcher Gestalt die Gleichung' nof anwendbar ist, wenn plötz-* 
Ipcbe . Geschwjn^igl|eit8än<^c^ungeii jorkoi|iui«q^ und ^ sobald A\f ih- 
nen entsprechenden' lebendigen' Kräfle unter aer'Fbrih Sfmr.*.! 
begrfflfen Verden. -=-''' ^ ^'tr . . / ■■ . - .S-i/»,^ 



■ I • 



Um fOr einen besondem Fall den Gebrauch des .fiMnoti«; 
sollte ' Satftxli Eui zeigen, l4fseia>iwi# fiächstefaendcüAifgdi&iU 
i -M'^ilileiivdUib halte (önelhsliBohe): Kugeln^) dcponilfBisii^ m\x\wä 
t»! sind, bewegen sich mit deiii >iiBspectlviB#ttes«hwiniKg1ieMiftliti 
und Vi hinter einander in derselben durch., Ihi^ Schwerpunitte 
gehende Geraden und tretfen sich ej^dlich. 'E^ 'fragt sich, mit 
wel^l^^r Gje?cl^Äi?l4»gHf!«t ?r^ p sich bc^e pac^ .^q^^g^WW^en- 
trfi«E^-.<Siafte) «9peins9h^^h;?).fpii^wpgen,?, .^.,...,^,,j} .,..,-.,., 

V -yoc lUtt J&usaminevtnMren bi^tacil äie -gedMiUikuMäasm 
an lebendiger Kraft: : ,i''llH^*Ä fi')v}->> 

- '^ Dft'^sicfi beid^ tiaeh dieioi ¥re§%llf tfilt i«^ gl»lliteiii^haflteh6» 
Ge^^iliifd}gk«efe « b«w^geto,'isö itüiß'-^'lätt^lle^^MHiil^iti'^f^iuti 
yerloren, dagegen »ti die Geschwindigkeit u — ri' ^a$644$MaM M^ 
ben. Letzterer Gewinn ll^t^ibh-j^^o^ iuch als ein negativer 
Vtfriust betraehlMi» fOr w^iolften m^aiise^eik:kaiwmäi^^i(ß»^vi). 

"^ ^ ^ ■=- .^7\ ''^ 
*) Dastelbe wurde inerst iif elnMn' li^iike& WintfXartiörs aufgestellt „Essai sw 

les machines ep, general". was 17^4 in Dnoo erschien. 

"^ 0a AeKOnKr' «n ^COig Urr?r<i*ättgMa&t »ihid, <ia iA aüäOteifii trsacbe 



Icn, wodurch sie nach deai,^ei^|^flMi|f^^li^ f^n^fAfTif^f««««'^ 
h nicht als eue Gesanuptm^e lorfqewegteii. Weiteres.. nieriiuer spa- 
Jn''wiri|»^^<mt>8'd^r'll^rpe^riberi)ai!ft b^ '^ 



m 

tis=i z- . 

Hülfe <j.eij;>PriD^ipes» 4'AlßP*W^'s i «llJeUeq h^e^i, ., i^s: , > i a r, » >i 

Sechstes Kapitel. 

acceleration diesei^^Bi^^^ttrerti*. * ' ' •' ■ "'«; IjI 

. / -' - ■ ". ' '- .-A. ■. ,. ' ' - . '^ •' ' 

'' 'ßki ^'vteleö ;iV' d^ [lecfinikche^^ jtf^iihinit: 'j^orl^ömiidenaeii' 
Fragen "ist es von tesondierer * Wichtigkeit, äw^ l^q^^nr^' l^^ev^ 
Winkel-Geschif^iudigkeit in der Zeiteinheit, d. h. die Bogen- 
oder l^inkelacceleration, kennen zu lernen, welche der 
sich drehende Körper zufolge' der auf ihn einwirkenden Kräfte 

Hi0rtu;iha(iin:»emfaeh die GleidiiHii^ g.;d2\ benulztt(;iireMl€ta» 
irBlcim. dv^i^ümxpUdg!^ leü^nditseatJBMfte )fiir: dön^/EallJieiner 

'■'^nS^ ffeh 'kOüytiÄtön^lÖ'äften' ^-^ 

zeugte Bogenacceler^ti^h mit (ij), sd V;!jk'^iä§[ii^<<flB^ dfie ^'WftW^I^ 
pmeMmd^jbeä^'ta=z ^ am.: Badet toin^tr ZvU u^^ «ailog > $. 12 
setzen können: ' :/];•'( >' "...Abi «i -1 n- 

»P^;!^; ßte : d#i^j g>€icl||^tige» . WW/*Fif«»i:r4eq,i^^,{.4 ma- 

t^dfill^n: J^mikrt^ 4^ Kjijrp^s iim, AhsAwide a??i: i rm-^iJ^ßkr^ 

. Efitferat mni.abs.'<4i);Hi]iit( HOMi:>i^€fr ilg^leittl^ uM 

(3) die Größen (Oo und o), so erhält man 

V 

) .. i Umi boibK. £. (j^) f^idea^ gegenwärtige» l^ali . J^eniieii j&ii <ler- 
n^,'Verf«ftt*«n Wfolfteöd0rm«ßiÄ^'r^^^ • ' ..<?•.- 

Ks mpgw». ili.»,Jfai 4Gi>W'Äi,tW,ßoiM^ auf den Kwr- 
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per nach beliebigen Richtungen wirkenden KrSfte ftein und de^ 
ren willkürlichen Angriffspunkte von der Drehaxe um «i, Ot, 
«s . . . «B abstehen (letztere Dimensionen als zur Drehaxe recht- 
winklig gerichtet angenommen). • 

Jede dieser Kräfte zerlegt sich aber in Hinsicht ihrer Wir- 
kungsweise auf den K<irper in zwei Seitenkräfte, von welchen 
die eine mit der Drehaxe parallel, die andere in einer zur Dreh* 
axe rechtwinkligen Ebene enthalten ist Die erstere kann man 
unberücksichtigt lassen, da ihre Wirkung offenbar durch den 
Widerstand der festen Axe aufgehoben wird, oder auch ihre re* 
spectiven Arbeiten gleich Null sind, indem ihre Angriffspunkte 
im Sinne der Richtung der unverschiebbar vorausgesetzten Axe 
nicht fortschreiten. 

Bezeichnet man daher die Seitenkräfte, die in zur Dreh- 
axe rechtwinkligen Ebenen liegen» respective mit Pi, P,, P, ... 
Pn, SO haben deren Angrlffispunkte nach der Zeit i die respec- 
tiven Bogenwege aaj, aoa, aas.,, (tan zurückgelegt, die Kräfte 
selbst, aber die Arbeiten PiCUii, Pi04h "-PnOan verrichtet, so 
daß überhaupt ist: 

. 2;(Är)=a(Piai4-P,fla..,Piifti) = a2{Pa)* 

Verbindet man diese Gleichung mit der vorhergefundenen 
(4), so erhält man endlich 

t y' T ' 

Um also die Bogenacceleration eines um eine 
feste Axe drehbaren* Körpers zu erhalten, wenn 
auf denselben beliebige eonstante Kräfte wirken, 
dividire man die Summe der statischen Momente 
der letzteren durch das Trägheitsmoment des Kör- 
pers, beideMomente auf die Drehaxe bezogen, und 
den Quotienten durch die Masse der Volumen- 
einheit 

Die zweite Gleichung unter I hat übrigens eine bemerkens- 

ff P 

werthe Aehulichkeit mit — = «7» welche wir Seite 38 für die 

t M 

Acceleration einer geradlinigen Bewegung fanden. 

S. 36. 

Der im vorigen Paragraph gefundene Satz wird in späteren 
Paragraphen mehrfach benutzt werden, zunächst lösen wir mit- 
tels desselben folgende Aufgabe. 

Am Umfange einer cylindrischen Welle ist das eine Ende 

RUmann's Geodynamik. 5 



66 

eines Seiles befostigt, wSfareitd das Seil selbst mehreremal um 
die Welle .geschlagen, am freien Ende desselben abe^ ein Ge« 
wicht Q aufgehangen ist, durch dessen Niedersinken die Wolle 
in Umdrehung versetzt wird. Man soll die Winkelgeschwindig^ 
k^t/der Welle nach einer Zeit/ angebeu, wenn dabei die Masse 
der Welle und die Zapfenreibung in Betracht gezogen^ derSeil-^ 
biegttbgswiderstand vernachlässigt wird. 

Auflesung. Es sei r der Halbmesser, W das Gewicht 
der Welle, q der ZapfenhaU>messer, f der betreffende Reibungs- 
coeffiei^t und S die noch, näher zu bestimmende Seilspannung. 
Sodann eiiiäk man: ... 

o w 

y=5L^2 I xZ»:.^!*), somit 

Es ist aber nach Zusatz Seite 39: ASf=|ßll j oder, 

da hier Ö? s=— - sein muß, 8=0-^0' — , daher aus (1) 
nach gehöriger Reduction: 

r q[r-fii]-\-\Wr 
Hieraus ergiebt sich ferner für die Geschwindigkeit = r 
in der Entfernung r von der Drohaxe, wegen f?==ro), 

.. .. • - ,_..fczi5J£±ül..,, 

. ■Q{r-fn)-\-\Wr . 
welches zu^eicb die Geschwindigkeit ist, welche Q nach der 
Zeit / erlangt hat. 

n. Trägheitsmomente. 

$.37. 

Unter Träghmtsmoment eines Körpers verstehen wir, wie 

bereits bemerkt, den Ausdruck 2^s=21Ar^ d. i. das Produkt aus 

den Yolumenelementen des Körpers multiplidrt mit den Öua- 

draten ihrer respectiven Abstände von einer festen Axe **), Welche 



*) Vorläufig wieder nach $.114 der Geostatik. 

*'^) Gewöhnlich erklärt man das Trägheitsmoment eines Körperelementes in Bezug 
auf eive feste Axe, als das Produkt ans der Masse des gedachten Elementes 
in das Quadrat ihres Ahstandes von der festen Axe. In diesem Falle nimmt 

unser Ausdruck die Gestalt an : ~ E &r* oder E »r^, sobald .-i- = m gesetzt 

wirdt. 

9- 
4 
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Wichtigkeit die Trägheitsmomente fUr die Betrachtung der Dreh- 
bewegung fester Körper um Aicen haben, erhellt hinlänglich aus 
unseren letzteren Entwickelungen ; dieselben (tir verschiedene 
Körperformen bestimmen zu können, ist daher für den Rechner 
im Fache der Mechanik unerläßlich. 

Wie bereits $. 42 der Geostatik bei den Schwerpunktsbe- 
stimmungen bemerkt wurde, daß man sich namentlich für tech- 
nische Zwecke zuweilen Körper,^ deren Längendimenstonen die 
beiden andern sehr viel tibertreffen, als Linien, femer solche, 
wo die Dicke gegen Länge und Breite sehr gering ist, als Flä- 
chen vorstellt; eben so kann auch von Trägheitsmomenten ma- 
terietler Linien und Flächen die Rede sein. 

Bei den nachfolgenden Bestunmusgen denken wir uns die 
materiellen Linien, Flächen und Körper als durchaus gleichartig, 
so daß gleich großen Theilen derselben gleiche Gewichte ent- 
sprechen. 



Trügheitsmooijsnte materieller gerader Linien* 

'. ^. 38. 

%. 20. Es sei AB Fig. 20 ein 

gerader dünner Stab (Linie) 

welcher mit einer A\e Aa: 

unter einem Winkel a so 

verbunden ist, daß er sich 

': um letztere drehen kann 

i und bei der Drehung den 

/ Mantel eines Kegels be- 

"**•-...., \ / schreibt, während der End- 

*****-V^ ...y* punkt A an derselben Stelle 

verbleibt 

Zur Auffindung des Trägheitsmomentes denke dian sich die 

Länge AB = l der Stange in n sehr kleine Theile Aoy ac^ 

ce .,. getheOt , deren Entfernuqgen von der DrehaxiB ab, cd, 

ef... sind, endlich sei 8 der überall gleiche aber sehr kleine 

Querschnitt der Stange. * 

s/ / 

Hiernach ist Aa 9= ac = ce . . == — ; abss^-- sin a , 




n 



n 



2/ 

rJ = — sin a . . . , folglich : 
n 



r=2)tr» = -.r-^slna^^+-f-8ina^« + 

— I — sm a I ' , d. I. 

n V« J 
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c/3 eis mgS 

«' ^ ' ' «* 3 

und wenn K das Volumen = e/ des Slabes bezeichnet 

I. T=}Kl^ sma\ 

Ist AB normal gegen die Drehaxe gerichtet, also sin a = 1» 
so folgt: . 

IL T=i£lK 

Letztere Formel benutzt man gewöhnlich auch, wenn das 
Trägheitsmoment von Radspeichen, Radarmen» langen düanea 
Balken etc. (annäherungsweise) bestimmt werden soll. 



B 



^^t 



c 
h 



S- 39. 

Dreht sich der vorher betrachtete Stab AB um eine Axe, 
Fig. 21. die im Punkte C Fig. 21 normal 

auf der Bildfläche steht, und wel- 
che mit dem Stabe durch eine 
normale, gewichtslose und weder 
biegsame noch zerreißbare Linie 
AC=ä verbunden ist, so läßt 
sich das Trägheitsmoment folgen- 
dermaßen bestimmen. 
^. . . . Wie vorbei^ denke man sich 

die Länge AB = l der Stange 
in n sehr kleine Thdüe Aa, ab, bc . .» getheilt, so daß das Yo- 

tl 

lumen jeden Theiles wieder — , folglich auch 

n 

r=Sifer»5=5^.^^^-.frO»+-. Je»...., d. i. 

n ' « n 

weü^«=d2-| — ^,*C» = rf» + ^.... ist 
T= ^\nd*-\-^ (1 +2»+3» . . . ) |. woraus folgt: 

,1. r=ir(rf»4-A|»). 
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0^ 



L 

2 



Für den FaU, daB die Stange wie in 
Fig. 22 zwischen beiden Endpunkten B 
und 19 in ^ befestigt, ferner AB = if 
AD = li ist, alles Weitere aber unver- 
ändert bleibt, erhält man sofort : 

Liegt der Befestigungspunkt in der 
Mitte der ganzen Länge BD=iLy so ist 



/s=|, Ä= -^ folglich 



r== eZr Tdf» + ^X oder tL^K, 

Ist endlich <{=0, so ergiebt sich 

rv. T—^KL\ 



Fig. 23* 




Trägheitsmomente materieller ebener Flächen.*) 

S. 40. 

Es sei ABCD Fig. 23 ein 
Rechteck von der Breite AD 
= b, welches sich um eine Axe 
dreht, die normal auf seiner Ebene 
steht und durch den Winkelpunkt 
A geht 

Um 4ess6n Trägheitsmoment 
zu bestimmen, beachte man zu- 
vörderst, daß dies Moment be- 
zogen auf eine im Schwerpunkte jS normale Axe nach $. 129 der 

Geostalik ist: ^ÄÄ(6«-f"Ä*)- 

Sodann ist nach III, $. 113 Geostatik, weil das dortige e^ 

hier AS^=^\ (b^-^-h^) ist , das verlangte Trägheitsmoment: 

T=-5-V*Ä(6> + Ä*) +iM (** + Ä«) = \bh(b^ + h% 

oder wenn die sehr geringe Dicke der Fläche mit 8 bezeichnet 
wird . 

T= \ zbh (6« + Ä») , endlich zbh = K 

r===iJSr(Ä» + A»), oder 

wenn d die Diagonale des Rechtecks ausdrückt 



*) Die Paragrapfaeii HO bis mit 114, so wie %, 129 der Geostatik enthalten be- 
reits über die Trägheitsmomente ebener Flachen so yiel, daß hier nar wenig 
nachzutragen übrig bleibt. 



Fig. 24. 
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Zu 8 als. Geht die Dfehose statt darch den Wiakelpunkt Ä der 

Fläche durch einen beliebigen 
Punkt E Fig. 24 derselben, so 
läßt sich das Trägheitsmoment 
durch Zurückfährung der Frage 
auf den yorstehenden Fall ohne 
Weiteres bestimmen. Zieht man 
nämlich durch E Parallelen zu 
den respectiren Seiten, so bilden 
sich vier Rechtecke, welche den 
Bedingungen dieses Paragraphen 
entsprechen, daher auch, wenn die 
betreffenden Seiten mit 6, k, b^ und h^ bezeichnet werden 

T= * t4A(A»+*») +*A,(4«+V)+«xA(*.»+*«)+*, A,(ii»+*i*)], 
oder 

Für b=bi und h = hi erhält man hieraus wieder den Fall §. 129 
der Geostatik. 




,i 





Fig. 


25. 
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S. 41, 

Das Trägheitsmoment einer 
Trapeznache ABCD Fig. 25, wo- 
bei AD=^a, BC = b, BE = 
CF==h und überdies AE^=FD 
läßt sich nir beliebig gewählte 
Axen folgendermaßen bestimmen. 
1. In Bezug auf eine, 
Axe, welche mit der gro- 
ßen Parallele AD zusam- 
menfällt. 

Fttr die beiden gleichen Drei- 
ecke ABE und CDF erhält man nach (1) $. 115 der Geo- 
statik: 

Fttr das Rectangel EBCF nach $.110 der Geostatik : 

IM«. 
Folglich das Trägheitsmoment 33= 7^ der ganzen Trapezfläche : 

T=-^-^{a — b)h^-{-\bh^, d. i., wenn s die sehr ge- 
ringe Dicke der Fläche bezeichnet: 



.h} j oder 
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2. In Besug auf eine Axe, welche durch den 
Schwerpunkt der Figur geht und parallel zu^Zlist 

Nach IV. S. 113, I. $. 47 der Geostatik und vorstehendem 
I. folgt sofort: 

3. In Bezug auf eine Axe mn, welche durch 
den Schwerpunkt der Fläche geht, und die paral- 
lelen Seiten rechtwinklig durchschneidet 

— h 
Zur leichteren Uebersicht setze man zuerst =c^ 

Sodann folgt fQr die beiden Dreiecke ABE und VDF" 
nach $. 115 und j^ 113 der Geo^atik: 



«.AV+^.¥(f+0' 



Fttr das Rectangel EBCF: 
Daher 



r==AÄ*»+^Ac«+rA(|-f|)' 




/ a — b 

/ Setzt man hier wieder c= — r — , so ergiebt sich: 

T=— (a*4"**'^"f~*'^* "F^*)» ®^*' *"^^ ^^^ wenn £ 
•die vorige Bedeutung hat: 

III. r=||(a + »){a»-+*') = Jj*(«*+**)- 

4. In I^essug auf eine Axe, welche im Schwer- 
punkte der Figur rechtwinklig auf der Figur der- 
/ selben steht. 

Nach L §. 113 der Geostatik hat man fUr diesen Fall nur 
nöthig, die Werthe von II und III zu addiren. 

S. 42. 

Das Trägheitsmoment der. Flüche einer Ellipse, wobei 2a 
die große, 2b die kleine Axe bezeichnen mag, läßt tidi für be- 
liebig gewählte Umdrehaxen leicht bestimmen, wenn man, wie 
es bei uns der Fall ist, das respective Trägheitsmoment einer 
entsprechend gewählten Kreisfläche als bekannt voraussetzen kann« 

1. In Bezug auf eine Drehaxe, welche mit der 
kleinen Axe der Ellipse zusammenfällt. 
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f^' 26. Man beschreibt Fig. 26 aus dem 

Mittelpankte der Ellipse mit der hal- 
ben groß^i Axe als Halbmesser 
einen Kreis, theilt beide Flächen 
durch Ziehen von Parallelen zur 
großen Axe so in Elementarflächen, 
daß dieselben in Bezug auf den 

Kreis die Breite 8 = — und in Be- 

zug auf die Ellipse die Breite 

8' =— haben, wobei in beiden 
n 

Fällen n eine so große Zahl bezeichnen mag, daß die gedach- 
te« Flächenelemente als Reetangel betrachtet werden können. 

Bezeichnet man die gleichen Längen correspondirend^r 
Elemente beider Flächen mit z^ so läßt sich allgemein setzen: 

Für den Trägheitsmoment der Ellipsenfläche : T« == -j\ - e S (» * ) 

- - - - Kreisfläche: n = ^~ES(««), 

woraus folgt : 

Tk «; 

oder weil nach §• 1^* ^^^ Geostatik Tk=^a*it ist: 

4 a 

So wie fUr eine sehr geringe Dicke & der Fläche: 

4 a 4 * 

2. In Bezug auf eine Drehaxe, welche mit der 
großen Axe der Ellipse zusammenfällt 

Auf einem dem vorigen völlig ähnlichen Wege, oder auch 
durch Verwechselung der Buchstaben in I erhält man 

II. Ti = B-b^^=B^ab^ = iKb\ 
4 6 4 * 

3. In Besug anf eine Drehaxe, welche im Schwer- 
punkte der Ellipsenfläche rechtwinklig auf der Bild^ 
ebl^ne steht 

Nach i. $. 113 "der Geostatik, ergiebt sieh aus yorsteben- 
den Werthen in I. und If. ohne Weiteros >: 
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S. 43. 
Um für alle in der Technik möglichen Fälle da^ Trägheits- 
moment einer FlSche bestimmen zu können, bleibt jetzt noch 
die Lösung folgender Aufgabe übrig: 

»Es sind die Trägheitsmomente einer Fläche in Bezug auf 
zwei unter einander rechtwinkligen Axen bekannt, man soll das 
Trägheitsmoment der selben Fläche gegen eine Axe finden, welche 
erstere Axen unter einen gegebenen Winkel schneidet.« 

Pig, 27. Es mögen hierzu OX und O Y 

die beiden auf einander rechtwink- 
ligen Axen sein, in Bezug auf welche 
die Trägheitsmomente der Fläche 
bekannt sind, femer sei OB die 
Axe, in. Bezug auf welche das 
Trägheitsmoment bestimmt wer- 
den soll) und a der Winkel, un- 
ter welohem OB die OJIT schneidet 
Aus einem beliebigen Punkt 
A der Fläche, dessen rechtwinkli- 
gen Goordinaten x und y sein mögen, werde auf die neue Axe 
die Nomsle AE gef^t, fOr welche man sofort erhält: 

(1) ÄE* = AO^ — ÄÖ^ . cos^ AOE . 

Nun ist nach der Note Seite 48: 




cos 



AOE =ss -j^ . cos a -f- -^ . sin a , 



d. i. 



AO cos AOE = a? cos a -f- y sin a ; 

femer ist AO'^ =x ^ -\-y^ . 

Daher wenn man letztere beiden Werthe in (1) setzt : 

AE^ = d?' "i"y * — (d? cos a -f- y sin a)^ , hieraus, wenn zu- 
gleich AiE mit r bezeichnet wird: 
r"=a?*(l — cosa^j-f-y* (1 — sina*) — 2 ;ry sin a cos a , d. i. 
•r* Äs^* sin a^ ^-y* cos a^ — 2icy sin a cos a. 

Es bezeichne nun k den Inhalt eines Elementes der Fläch» 
uBd mit dieser Größe muUiplicire man letztere Gleichung, so 
folgt : 

kr^ sss kx* sin o* -(- Ay* cos a* — Zkary sin a cps a. 
Dieser Ausdruck ist offenbar nichts anderes als das Trägheits- 
moment der Elementarfläche k in Bezug auf die neue Axe, so 
daß man, nach bekannter Schreibweise, für die ganze Fläche 
setzen kann: 
(2) S kr^ = sin a* 2 &r* + cos a» S ky^ — 2 sin acos a 2kxy. 

Da die Wahl der Axen OX und OY; in Bezug auf welche 
die Trägheitsmomente der Fläche als bekannt vorausgesetzt wur- 
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den, jedenfalb als ganz beliebig getroffen angenommen werden 
kann, so wollen wir dieselben so gewählt voraussetzen, daß der 
Ausdruck ^kxy im letzten Gliede der Gleichung (2) gleich Null 
wird. 

Sodann wird aus (2] 

S *H = T= sin a« Jlkx^ + cos a^ SÄy^ . 

In dieser Gleichung bezeichnete aber Hkx^ und 2%* respec- 
live die Trägheitsmomente der Fläche in Bezug auf die Axen OY 
und OX. Setzen wir endlich ^x^ =A, I^ky^ =B, wo also A 
das Trägheitsmoment der Flache in Bezug auf die Ordinatenaxe, 
B In Bezug auf die Abscissenaxe bezeichnet, so folgt: 

I. !r=^sina» +j5cosa".*) 

Zusatz. Sind die alten Axen wie in dem Vorstehenden be- 
merkt gewählt, d. h. so, daß die Gleichung Zkxy =0 nachgewiesen 
werden kann (wobei man ^kxy wohl auch das geometrische Moment 
der Fläche nennt, ohne jedoch einen besonderen Begriff damit zu 
Terbinden), so werden die alten Axen Hauptaxen ferner A uuA^B 
Hauptträgheitsmomente der Fläche genannt. 



§• 44. 

1. Da» Trägheitsmoment einer Ellipse^fläche, 
fig^ gg. Fig. 28 j deren Halbaxen. a und 

b sind, in Bezug auf einen Durch- 
messer mn, welcher 2a unter dem 
Winkel a schneidet, ergiebt sich 
nach I. des vorigen Paragraphen zu : 

I. !r=^aÄJt(a*sina^-|-Ä»cosa*). 

Hier ist nämlich zunächst klar, 
daß es fiir ein jedes x ein posi- 
tives und ein völlig gleiches ne- 
gatives y, folglich auch für ein positives Produkt kxy ein völlig 
gleiches negatives, d. i. — kxy giebt, dio sich beim Bilden der 
Summe ^kxy heben, so daß für die ganze Fläche letztgedachte 
Summe selbst zu Null wird. Nach §. 42 ist ferner A^=^\%a^b, 
B=^\Ttab^i woraus durch Substitution in I des vorigen Para^ 
graphen obiger Werth filr T folgt. 

2. Das Trägheitsmoment ein^s Rectangels, dessen 




*) Streng genommen bliebe jetzt noch die ITntefdochung ttbrig, d4> sich ilbtt>hftupl 
die alten Axen immer so legen lassen, daß £ ftry = wird. Nimmt man, dies« 
Untersuchung Yor, so läßt sich allerdings zeigen, daß dies in der That der Fall 
ist; wir begnügen uns jedoch, namentlich in Betracht der Falte, weldie in der 
technischen Bleehaaik vorHomnen, die Wahl der gedachten Axen anf ein- 
facherem Wege, unmittelbar der gestellten Bedingung entsprechend, zu treffen. 
Weiteres hierüber in einem folgenden Paragraphen. 
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Fig. 29. 



»•«••■•«...»••'**»••»•'••--•., 




Seiten k und h sind in Bezug auf eine Axe, welche 
durch den Schwerpunkt der Fläche geht und mit b 
den Winkel a bildet, laßt sich eben so finden zu: 

H. T= ^ bh {b^ sin a* + Ä» cos a»). 

Für b = h = a erhält man das 
Trägheitsmoment des Quadrates zu 

T= jV *** (*'° ^* "4" ^^^ ^^)» ^' '• 
ar= J^a^ d. h 

Das Trägheitsmoment eines Qua- 
drates in Bezug auf eine Axe, welche 
durch den Schwerpunkt geht und in 
der Ebene der Figur liegt» ist für alte 
Lagen der Figur von gleicher Größe. 

Zusatz 1. Aus dem Vorstehenden, in Verbindung mit den 
betreffenden Sätzen der Geostatik, folgt zagleicb, daß das Elastici- 
titsmament prismatischer Körper, wobei die biegende Kraft recht- 
winklig gegen die Lfingedrichtung wirkt, deren Querschnitte, 
Kreis-, Kreisringfl£chen, Quadrate oder Quadrate mit symmetrisch 
«nffeselzlen Rectangelflächen (Fig. 87 Geostalik) sind (wobei die 
Süßeren Begränzungsliuien in die Seitenlinie eines umschrie- 
benen Quadrates fallen) , in allen Lagen dieser Kdrper dasselbe 
ist. Horizontalliegende Maschinen-Wellen, gegen welche Krafle 
wirken, die rechtwinklig zur Axe gerichtet sind, sollte man daher 
immer Querschnitte der gedachten Art geben, damit sie in jeder 
Lage ihrer Umdrehung gleichmäßigen Widerstand gegen Biegung leisten. 

f^g* 30. Zusatz 2. Anders rerhält es 

sieh mit dem Bruchmomente in den 
irerschiedenen Lagen eines Körpers, 
dessen Querschnitte gleiche Qua- 
drate etc. sind. 

Um dies nachzuweisen» bettim-> 
men wir zuerst das Bruchmoment für 
einen rectangolaren QuerschuiU in 
der beliebigen Lage Fig. 30 des Kör- 
pers, wobei eine Horizontale durch 
den Schwerpunkt S die Seitenlinie 
a unter einem Winkel a schneidet. 
Zunächst erhält man für den 
Abstand mn der yon der neutralen 
Schicht am entferntesten Faser, wegen mn^om-^-pg, den Werlh: 
^atina-^-^bcosat daher nach L $.109 der Geostatik, weil vorher 
T = r^ ab (,a* sin a*-\- oleosa'} gefunden wurde, das Bruchmoment: 

rM V . a*8inÄ* + 6' cosa* 
Ql=:^-.ab : 1— . 

o a sin a -|- 6 cos a 

Sonach für ein Quadrat, dessen Seitenlinie == a: 

Ql = %. "' 




6 sin a -j- cos a * 
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Für diejenige Lige ctos Quadrates, «obiei «Se Diagosale hori- 
zontal igt, folgt, wegen 8ina=:co8a = 



VT' 



^'-P-^VT 



Für die Lage des Körpers, wobei die Quadratseiten respective 
vertikal und horizontal sind, erhält man aus I. $.110 der Geostatik: 

0/=p woraus denn folgt, daß sich die Bruchmomente eines 

Körpers Tom quadratischen Querschnitte wie 1: ■ yerhalten , je 

nachdem eine Seite des Quadrates oder die Diagonale desselben die 
liorizontale Lage annimmt. 

Trägheitsmomente der Körper. 

§. 45. 

Rechtwinkliges Par^l« 
lelepipedum, dessen Kanten 
respective bi h und / sind. 

1. Es falle die Drehaxe 
JViJV, mit der Kante 6 zu- 
. samipen. 

Man theile die Kante b in 
sehr kleine Tbeii6= 8 , lege durch 
die erhaltenen Punkte Durch- 
schnittsebenen aormal zur Dreh- 
axe, so werden körperliche Ele- 
mente oder Flächen entstehen, 
deren jedes nach %. 40. den Aus- 

zam Trägheitsmomente hat. Für n solche 

in gleicher Weise an einander liegender Flachen erh'ält man so- 

nach das Trägheitsmoment zu mhl — —^ — , folglich wenn 

n& = 6 angenommen wird, für das ganze Parallelepipedum : 

L T=^bhl — i — =^K — ^ . 

Ganz auf demselben Wege findet man : 

2. Wenn die Drehaxe mit der Kante h zusammenfällt: 

IL T=K T . 

o 

3. Wenn die Drehaxe mit der Kante l zusammißn/ällt: 

b^ 4-Ä2 

in. T=K T . 




dnick: thl. 
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4. Wenn di« Drehaxe JVtN2 in der halben Höhe 

& 

= - der Endfläche liegt, und mit der Kante 6 parallel 

läuft 



Ersetzt man in I h^ durch 



(4)". 



SO folgt fiir diesen Fall : 



IV. T=K ^ \^ =K ^ "f^ . 

5. "Wenn dieDrehaxe N^Ns durch den Schwerpunkt 
desParallelepipedums geht und parallel zur Kante ^ist, 
folgt aus letzterer Gleichung und DI. $.113 Geostatik: 

V. T=K- ^ 



12 

6. Wenn die Drehaxe mit der in (5) gedachten in 
einerlei Eigene liegt, auch mit ihr parallel läuft, vom 
Schwerpunkte aber um d absteht: 



VI. 



T, =E ' 1^" +df^ 



12 



Fig. 32. 



L 



$. 46- 

Gerades Prisma, dessen 
Endflächen gleichschenklige Dreiecke 
von der Höhe (Fig. 32) h und der 
Basis b bilden und dessen Länge 
= / ist. 

1. DieDrehaxe JVi iVi gehe 
parallel zur Kante /-durch den 
Schwerpunkt des Körpers. 
Denke man sich, ganz wie vorher das 
Prisma durch Parallelschnitte zu den 
Endflächen in Elemente zerlegt, so 
erhält man fUr das TrägheitsnK)ment 
eines derselben, bezogen auf eine 
Axe, die im Schwerpunkte normal 
auf der Fläcbe stiebt^ ^ach $.113 
und 115 der Geostatik: 

Daher flir n Elemente und gleichzeitig wegen nsss/, das 
Trägheitsmoment des Prismas : 




8 



8 



ä6-***+=^12 



O Der Beweis des hier gebrauchten Satzes: T^=iT-\-^K ist in der fieostalik 
m. §. 113 nur für Flächen gegeben worden; indeß läßt er sich ganz auf die- 
selbe Weise fUr Körper fähren, was der Selbstöbang überlassen werden kann. 
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2. Die Drehaxe N2 N% falle mit der Kante / zu- 
sammen, d. h. sie gehe durch die Spitzen der respeeti- 
ven gleichschenkligen Dreiecke. 

Mit Hülfe der bekannten Gleichung Ti = T-|- e^ K, erhält 
man für diesen Fall, da rf=:|A, ir=-T- ist: 

r, = J^ hM (I h» +i Ä«) + 1 A» .^. woraus folgt: 

II. 2'.=^(A»4-^ä')=|(A« + Vj«>). 

Zusatz. Der Ausdruck II stellt auch das Trägheitsmoment, 
für die Schwerpunktsaxe parallel zur Seite /, eines geraden Prismas 
dar, dessen Endflächen gleiche reguläre P<^ygone hifden, woTon jede 
Seitenlinie s= h ist, und die Höhen der respectiren Dreiecke oder 
Abstände Tom Mittelpunkte = h sind. 

Für diesen Fall» wenn das Prisma n Seitenflächen besitzt, 

180« 
der halbe Winkel am Mittelpunkte der Grundfläche = , folg- 

180« 
lieh Ä = y6. colg— — ist, nach II: 

in. r, ==^fr« ^ 1 +3 colg« -^J. 

S. 47. 

Gerader voller Gylinder mit kreisförmigen 
Querschnitten, wobei r der Halbmesser der letztem, / die 
Axenl3nge ist. 

1. Die Drehaxe falle mit der geometrischen Axe 
des Cylinders zusammen. 

Ganz wie vorher verfahren und mit Zuziehung vom (1) 
$.114 der Geostatik, erhält man ftlr bemerkten Fall: 

I. T = \r^%l^\Kr\ 

2. Die Drehaxe liege ganz in einer Endfläche, und 
gehe durch den Schwerpunkt derselben. 

Bezeichnet wie früher 8 den Abstand oder die Dicke zweier 
Elementarflächen, so läßt sich -Hlr die um 8, 28, d8...}}8 von 
der Endfläche des Cylinders abstehenden Elemente setzen, nach 
(2) §.114 und III. S. 113 der Geostatik: 

1 8 

-7r% + 8»(8r*Jt); 

4 
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etc. etc. 



Daher, wenn man addirt für den ganzen Gyliifder: 
r, =r%|»8. j+8»(l + 2> + 3«...ii>)|, d. i. 

fi8 tH*^^{ ' ^^^^ wegen »8 = /. 

... .,_,.4-+9=K(^ve. 

3. Die Drehaxe gehe durch den Schwerpunkt des 
Gylinders und schneid« die geometrische Axe unter 
rechtem Winkel. 

Nach bekannter Gleichung T^iTi-^e^k folgt, wegen 
e = -- und nach II : 

Zusats, Für eiaen geraden hohlen Gyli oder mit kreisförmiger 
Basis, der sich um seine geometrische Axe dreht, erhält man das 
Trägheitsmoment folgendermaßen. 

Bezeichnet R den äußern, r den inneren Radius, ferner / die 
Axentänge, so ist das Trägheitsmoment des als yoll gedachten Gy- 
linders, nach I : \R* jtlj ferner das Trägheitsmoment des als toH 
gedachten hohlen Räume»: \r*jtif daher für den fraglichen hohlen 
Gylinder : 

r=|3t/(Ä*-r*), 
oder da das Volumen lir = jt/(Ä* — r*) ist: - 

r=|Ä"(Ä»+r*). 

$. 48. 

Rugolsegment, welches sich um seine geometrische Axe 
DF Fig. 33 dreht. 



Fig. 33. 




f'-^c 
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Es sei hierzu die Höhe des Seg- 
mentes DE = h, der Radius der zu- 
gehörigen Kugel AC=^r. 

Man theile ähnlich den Vorher- 
gehenden das Segment in Elementar- 
B körper von der Höhe = e, so daß 
ne = A ist, und betrachte diese Kör- 
perelemente als Cylinder, so läßt sich 
das fragliche Trägheitsmoment nach I. 
im vorigen Paragraphen ohne Weiteres 
ableiten. 



•• • . . I 



JF'^- 



Für die Quadrate der Radien der 
vom Scheitel D an gerechneten, auf- 
einanderfolgenden Cyh'nder erhält man zuerst: 

2r8 — 8^ 2r.28 — 2*8», 2r.3c — 32s^ ..*) 

Sodann : 

2'=~J4r»8«(l + 2*+3*....)-4r8*(l+2» + 3a-...) 

Hieraus aber bekanntermaßen: 

T=|3r J- r2(w8)» — ^(we)*H-T W*( » oder wegen «8 =Ä, 

I. T=^A»(20r^ — 15rÄ+3A2). 

Zusatz 1. Für einen Körper, der aus zwei mit den Endflä- 
cbeti vereidigten Kugelsegmenten besteht, eine sogenannte Linse bil- 
det, ebenfalls in Bezug aaf die geomelriscbe Axe desselben» erhült 

man aus I: 
ji 
T=TkA« (20r* — 15rÄ-[-3Ä') oder wenn, man das Volumen 



K s= 2nA' (r — 1 A) der Linse einfuhrt: 



3f-A 
Setzt man den Durchmesser der Linse 



26, so ist r = 



2h 



daher, wenn man mittels dieser Gleichung r aus il entfernt und ge- 
hörig zusammenzieht: 

Zusatz 2. Für das Trägheitsmoment einer Kugel in Bezug auf 
einen ihrer Durchmesser, erhält man aus I, wenn A==2r gesetzt 
wird : 



*) Setet man nämlich einen beliebigen Radius mm^ = y, m^D=:x, so ist bekannt- 
lich: y*=2ra? — «2 etc. etc. 
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s 

o4er da das Volumen der Kagcl K=:^i'r^ ist, »u; • 

$• 49. 

Hauptträgheitsmomente. Auf eine ganz äfanliehe 
Weise wie $. 43 filr eine Fläche, läßt iMch avch für jeden fei- 
sten Körper nachweisen, dai^, wenn die Trägheitmeinente des** 
seihen in Bezug auf drei sich rechtwinklig schneidende Axen 
hekannt sind, das Trägheitsmoment in Bezug auf eine durch den 
Burchschnittspankt jener Axen (als Coordlnatenurspi^uDg) gehen- 
den Geraden, welche gegen die genannten drei Axen (als €oor-« 
dhxatenaxen) unter gegehenen Wijlkeln; or, ^,^1^ geneigt ist, durch 
die Gleichung gefunden werden kann : 

/ cos a» 2 A: (y» Hr *^) + co^ßi* 5 *(«* + «*) i 
Ti= I +cosy2 2:Ä (ar»+y»)~^2cosßcosy2Äy» l 

\ — 2 cos a cos y 2i kxz — 2 cos a cos ß S kxy > 
Wählt man hierbei die altenÄxen so; daß Ja den drei letz- 
ten Gliedern dieser Gleichung jedes der geometrischen Momente 
gleich Null, d. i. 2 Uyz = , % kwz =^'d , £ kwy = ist , so 
werden die alten Axen Hauptaxen, und die auf sie bezoge-r 
nen Trägheitsmomente tlauptträglieitsmomente genannt. 

Setzt man in diesem Fall« 2 k (y* + «^) =s= -4 , 2 * {a?» + **) 
= ^, 2Ä(a^^^-y») = e, sa folgt:. 

wobei A, B, C die respectivßn Trägheitsmomente des Körpers 
bezogen auf die rechtwinkligen Axen X, Y und Z als Prehaxen 
sind. 

■ 

Zusatz. Ohne große Schwierigkeit, nur mit etwas weitläufi- 
gen Reekffungen, laßt sieh feeigen -), daß es fnr jeden beliebigen 
Punkt eines Körper drei sieb* recibtwiDklig sekneidende Hauptaxen 
giebt, und daß i^odano eines > der Haupttcägheitsjaomente ein Maxi- 
raam, das andere ein Minimufli und da« dritte keins Ton beiden in 
Bezug auf alle Axen ist, welche man durch den gedachlen Punkt 
(als Goordinatenursprnng) legen kann. 

Hiernach folgt zugleich, mit Bezug auf die bekannte Gleichung 
fj = 7-|-e'ir, daß das kleinste Trägheitsmoment der Hauptaxen, 
welche sich im Schwerpunkte des Körpers scbpeiden, . zugleich das 
ailerkleiAsle aller . nur raögiicbeii Trägheitsmomente des ganten 
Körpers ist.**) 



*) Auf elementarem Wege behandelt diesen Gegenstand : Kaiser, Mechanik. Karls- 
ruhe 1842/ S* 264, Mit Hfitfe höherer Rff^nung^ii, -hesoadar« hnrs .and cle- 
,gant, Kavier etc» Resura« des. l^^ons de mteaniq««. Paris 1841. §. 289. 

"*) Für die Mechanik dea Ibmsiels, wo es sich tt» die Bewegung volUg freier 
Körper handelt, ist das Gapitol der Hauptaxen von der gröBten Wichtigkeit. 

ROhlmann's (Seodynamik. 6 
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$. 50. 

Trägheitsmomente ziisammengesetzler Körper. 
Aus dem bis hiertler Ab gehaudelten folgt uiiiäiitelbar, daß das 
Trägheitsmomeot eines Körjpers, der aus verschiedenen, geome- 
trisch regulären Körpern zusammengesetzt ist, aus der Summe 
der Trägheitsmomente dieser einzelnen Körper bestehen muß. 
Ziir lilrläutariing hierüber wählen wir in folgenden Beißpi«len ei- 
nige. BiUfljmmeng^setzt^ Körper yan der Art, wie sie tn der iech- 
nttdien rMeofaanik am Meisten vorkjdiaiiien. 

. : . 3 di a p ) e 1. 1 i Tri«heitsnoiienft eiies . Sehwiwgnided in Bexiig ai^ 4eswB JU(V 

Aufl. E? sei R der 'mittlere Halbmesser des Scbwungrioges, h dessen Breite ip 
der Äiclkung yoii' K, a die mftttere -Breite der Arme in der Ebene des Rades, / ^ie 
Länge depiArmfi arlüclieir 1(abe )biA Scbwungsing gemessen; flsner nÜgen *• add^'f 
(üe .|(|i|bine»ser der einen H«blcylindtr biideod^n I^abe sein, ^n wie eudlicb, dvrcb V 
das Gewi'cbf des Scbwungringeä, Q ilas der vier Arme und N das Gewicbt . der l^abe 
bezeichnet werden mag. '' ' 

Sodann ergiebt skb das Triigbeitsmomenl 
des '5i?hW.ongringes zu ; ' — | ^ - T ' 



dwr'vier Anbei ii*^£±^+riH-i-Y{- - 
y t ..12 .' s2 ' -/.>•••.. 






■>•. . . (i — ^i|er.ra>e;i^i '■.:^4.^.l. ." \\ ':'. I« 



» . . ■ . • . * ,- . . . . ■ . • . . ■ ■ ' . • ( . 

Sonach das Trägheitsmoment T des ganzen Scl^wnngrade^ :. 

Statt dieses Ausdruckes wendet man Sehr oft folgenden dnfachervn' alS^Nähe- 
rungswerth an: " - / 

oder auch da meistentheils (^=i bis | F ist: 

T= 1,083 -.JP. 

Hierbei! ist 'natäelie)! lOgenommen, daft das Tri^eitsmouieiil der H«fte, als ifen 
ITovständen entqprecli^n^y vernaohUis^« iverden kann. 

Beispierl'S. TiniglfeitSmoiiient eikies Fetidelsr, wislchetf aus dnei' parallelepipe- 
.4iscbeii SMngQ ond ,«inc^ ■ aim zwei Kugelsogmento» gebildele» lansB dasteht, in Bar 
9MS auf eine} Axe, welche, am nberen,£nde in d^ Mi^t^ der Stange DorfnsU auf d^ 
Ebene des (Schwunges steht. ,. . 

~ Die LSnsft. sei auf l^eid^ Ijl^Mn gleich erhaben^ ihre Pi^ke s 2j^, ihr Durch- 
messer :^ 2a, ihr Yolumen == Ki Die Fendelstange habe die Länge. =z i^ Breite 
(in der Scbwungeben^). = b und das Volumen = k. Ferner gehe die Stange durch die 
liinse hinidvrefa nvü din Tnkimen des gemeinschaftlichen Faraileleplpednms sei = ft^ 
waä «QdUch L deviAMmdi des ■ UnsensebweriMiiktts tooi lobeten Ende, dar Vted4)l- 
Stange. 



Ihi^ Sedeutnttigr fkr die teehirisehe Mee)»nik eritfecbl siclf h^ehstens auf die 
fei^reiä $.43 ZusabSihgehanidelten/so wie noeh nnf die Krapfen, welche im 
-Artikel „VHehktaft^* Berücksichtigung fmden w^den. 



i 1 ' 
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Asriös.: iBtii m. S. 48 eriult miin4asiTcä(^NiC8iiunifalt der Utee in Bfen« 
auf deren geometrische Axe zu: ;, 

IViich %, 45 das Ti^heitsmOniettt =^ r^ dfes tfemdbschflftRcl^ KnAlelApip«'^ 
dam* za: •■•*'...:•!•.•.',... 

Daher das Trägbailsii^Bieia ^,A,,^..Ufm .M^99^- 9f^ ^. y^ere.,KiMl« der 
Slange, wegen der behannteä Reductionsformel ti=^T^e^K : 

Da« TrSgheitsmoment ^ f der Pendeldttage in ise^g auf die ob6n heiäerktti Are, 
die normal auf der Fläche von der Breite = 6 ist, nach S. 46 : 

Sonadi aus (1) und (2) das gewiehte Trägheitsmoment =B des ganten Pendels: 

•• 'S- '51. ■''■- . •••••'' '"^ '•• 

Mittelpunkt der Drehtin^g. Df ^^ungshalbnaesser. 
In jedem um eine Axe drehbaren Körper läßt sich ein Punkt 
abgeben» ii^ wekhem mao MoJ^'4a9 ganze' Voluiien- {(^,^m^ 
als derartig vereint denken kann, daß das f rägf^eit^q^jgfi^nl , (j^^ 
Körpers bezogen auf diesen Punkt dasselbe bleibt, als wir es in 
dem Vorhergehenden fflr die.!./^.^fgf|yder einzelnen materiellen 
Punkte des Körpers abgeleitet haben. Man nennt einen sol- 
chen Punkt den Mittelpunkt'- der Drehung (oder der 
Mass«) ^> n^d- ^diet jantfefüMg 'destselbiw ion > der Br^as«) den 
Dr^eä^un g s fa aib mo^ s^^iv*- Beftekbnet man 'M^ttt^en^filit »und 
behält übrigens die frtiUepeii BcfZ^^iaurigen^ bieiv 'sb erhrtU 






• r-i . •! ft.'t 

t 
. I 



Hiernach ergiebt sich für die in g. 38 betrachtete Stange: 
» = /yj^= 0,577.,«, för die,K^e^syfläche^ $-114 4»r<|posU^k,t; 
i> :ffär K|=p» 0.7 07 >.r». filT dett hoUen CyUttkr .$: 47 f&isite: 

^= F " " ^" r Wf die lliigel g, 48 Zus;iU 2: »=,f?l<T 
= 0,63..r u. s. f. ' 

Zusatz. Die Gleichung I braucht man zuweilen, namentlich^ 

wenn man die Winkelgeschwindigkeit» mechanische Arbeit etc. eines 

um eine Axe drehbaren Körpers ohne unsere allgemeine Gleichung 

bestimmen will, wovon unten ein 'Beispiel folgt. In diesem Falle 

diemi dazu; das ¥«teiiMtt((di#Mslse) des «kh drehenden Hdrpers 

auf eine besiittnnt^ JEl^ferniing' 3=$ Z'i' x« redoziren. Man erhtU.so?*- 

dann : 

T 
III. Ä, = -L 



*) Man verwechsele diesen Punkt nicht mit dem iMMrtrpnakle.dfla. Körpers. 

6* 
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und sagt dabei: ÜTt-tat das auf die Entferonng z, rcdocirle Volumen 
(di^ reduzirle Masse). 

■ * 

Beispiel. Welche mediknisehe Arbeit wobnf 'einem borizonlalen Mühlsteine 
inne, der sich ii^ eine vertikale A4(>e dreht «nd pr. Minnte u .=?= 90 Umdrehungen 
macht, wenn der äußere Halbmesser A = l", der Halbmesser des Auges r =;: 0*',2ö 
und das Gewicht des Steines Q ==: 1000 Kil. betragt? 

Erste Auf los.' Nach unserer iiH^^einen€|leichung $. 32:.!' "= ^-^u' 7» er- 

hält man hier, we^en. T = i — (JP -|- r^ , nach §. 47 Ziisatz und wegen w = sjr ohne 
Weiteres : 



<'>-^Ä(^)^^=^»" 




Zweite Anflos. Unter Zustehang der Gleichung S- 28 1==^ ^.«^ wegen 

9 
V ^= -^r , wenn s den Drehnngshalbmesser, bezeichnet : 

'''*^ — ^ nach g^gcmkillrtigei» "$; 1 , --^anz der vorh«'' ge- 
fniMene AakMch folgt.'*) 

' Vom Pendel. ' . ' 

Mil} dem Namen MPeQflel"^*) «bezeiehnet man üb^rliaupt iedieti 
Körper, 4«r um eiflSe^jnichl dlM^ch* fieiaan SobBwdrpunkt gehieilde 
Dnd > oii^ht' irertikal^ \ Axe ; bewi^ werden kaxxti. 

Im Zustande der Rübe muß,' deaG^etzen der Statik zu- 
folge, ein Pendel stets eine solche (»Lage annehmen, daß eine 
durch den Schwerpunkt desselbejci gäftthrtd Vertikallinie in gehö- 
riger Verlängerung durch, die Mftte der Drebaxe (den Aufhänge- 
punkt) geht. Wird das Pendel aus dieser Läge gebracht,' d. h. 
rechts und lihks von der gedächten Vertikale erhoben mnd so- 
damt: allein der VITirkung der Scbwerkraft überlassen, so geräth 
es in eine hin- und hergehende, schwingende Bewegung, die 
sich ununterbrochen wiederholen würde, weniti weder Luftwider- 
stand noch Reibung am Aufhängepunkte vorhanden wäre. Wir 
setzen in der Folge stets eine horizontale Drehaxe des Pendels 
voraus. r. » . . i . 

' • , • -• ' ",.'•■.•••■ • •^ • ' • . ■ ■ 

* A* vOm 

' . I ' • . rz i ■ • I « • • • . % . 

. .Um die .Herleitaiig der Bew6giiii|^9g»fl6tze eines Pendels 
möglicMt >zn Tereinfaeben, 4»etrachtet man ' gleichMtig staH * des 



) Andere Beispiele dieser Art lierern die boreits in früheren Paragraphen ent- 
haltenen Aufgaben. 
) Ton foff^n«,. herabhänge«, ^ 



♦f 
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ivirkli^en, inateiriQlieii; pl^ysiaebe«- oder zusammea- 
gesetzten Pendels ^a eingebildetes, ein si)genaiiiites iiifiH- 
thematisiches pd(^r. einfaches Pendel, d* i. eippvmathe- 
maÜAchey unausdebnbare gerade Linie, die sich um einen . ihrer 
Endpunkte, vollkoinmen fr^ drehen k«nn» .wHhrend aoy ander;», 
Endpunkte bin unendlich kleiner Körper befestigt ist*).: . » / 
Den Winkel, welchen. ein aus der vertikalen Lage gebrach- 
tes einfaches Pendel« oder beim zns^nnliengesetzten Pendel die 
vom Schwerpunkte auf die Drehaxe gefällte Normale mit der 
VerUkäle di^rch den Aufliängepunkt einschließt, nemit man den 
Elon^g'a'tion'S- ' oder Ausschlagwinkel**) und den Weg, 
welohlßn tfe^ Scbwerptmkt ;bei eiti^m Hin- oder Hergange (beim 
Durchlstfiß^n ' des 'Elpngatioaswiäkels) zurücklegt, eine ganze 
Seh witi^ung- äder eiAen 6chwung, so wie endlich die zur 
VoRendüng ' ' eines ' solchen'^ Sehwunges erforderliche Zeit , die 
Säh'^^ln'gnngszeit des Pendef^. 

' ■' • •••' " '■•'• $.--54. 

Nach dj(3seii Vorbemerkungen leiten wir nun die Bewegungs- 
gesetze des. Pendeiis. alk^ ^ 

Mg. ,34. , .^ Hierzu sek .4 Fig. 34 der Auf- 

• '"■- '• • ' ' hängepunkt, S der Schwerpunkt 

eine von /S auf die Drehaxe ge- 
fällte Normale, ÜJr* die ¥i^ltim 
durch den Aufhängepunkt und 
. j9^5f:=±i:a der halbe Elongations- 

.. .< . ; :/v t >./5 .,; . . )Wiukeljfftr die. in .,<J^r Fig^r. dar- 



^^ei^teUje geneigte JUa^e, des. Pendel^ 
Bez^i/i^hnjQt hiernach ^. das io^ 
. Schjuerpuf^kt Ä yer(i|i^^n^ßc}pr?j^-. 
.,* hende: i&ewicUl des .. Pendels v.jfp 
zerlegt-' ; sjch . d^^ . >ei ^d^hter 
Lage des Pendels in Psin.q^.ui^d P.co3a,(^(^i sich P in jedem 
Augenblicke wie eto -auf einer 'sehiefen^JBbene vom veränderli- 
chen Neigungswinkel a herahgleitender Körper verhält), wovon 
ersterer Werth als eine gegen AS normal wirkende Kraft auf- 
tritt, die das Pendel aus de^ geneigten Lage in die senkrechte 
AB mit 'einei* Energie = a Psin d zu dr^en sich bestrebt. 



i-' 
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') Ob schon nach dieser ErkläitRig ein einfaches Pendel (körperlich) gar nicht 
darmstelleo «ein wür^e, kampi man M«h doc^ dieser ^d^ - näh^i^i woin man 
eine verhaltnißmäBig kleine Kugel (Flinteiikugen an einen ^r feinen 
Faden (aus Seide, ßrath- etc.) in gedachter Vfeise kiiftöngt.' ' ' 

**) Den hall^ii Av^Mdttgwinlclel nennt ma<r wdhF au<{U^fitevBli(Mswiiikel( ' ■ 



• ' »1 
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• * • 

* ■ f 
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wl^^T",^..''* »««•»•«»»■^« «»«fig.H und du«l,.d«ir 
Wi*»rstaftd der Drehaxe iwnidWet wird. ; 

«»^'^T^ aber nach $. 3S die Bog6nac<seleri»lion d»r be- 
me^kt^n DrehWegUng. wenh ^, das TrSgbeitsnioment desPen- 
^lÄt"''- *""•; "^"^ ^"n.äbgep«nkt ^ geh.„i,« 

■ ö ttPsina ' ' 

... .DeBl^en wir.uas n\ii^.iuFjg^.^5 
,. 1)|>, ßmfß^hes Pendel. ,^9^»ei der iu 
dßm E;|ldp^okt^ , C «ecl^i^te ma- 
,twM»l(^ Piinkt das .Gewicht ..*= « 
besitzt,, C^T^y uudj;dfiP..JEi^, 
vatjoaswinkel wie vorher. gl^jch « 
ist, »o/ verhält man für die Bpgß^- 
acceleration desselben, wenn T 
idias Trägheitsmoment in Bezug auf 
die Axe A ist: 

, .. ^^^ Wegen des als gewichtlos zu 

dtenk^Äken pitfens ^O lam^^^^^ T», =^/^ weshalb 

WW^Matt (2) erWlt: ! / ^'':[ *' 

/iÄ\' ■ # sin a 

, VWangt matt ntrn, daß iks einfache Pendel eben so schneU 
schwingen soH,wiö ifas yorherbWrachtete materieUe Pendel, oder 
«^cJ^r"*.; ^*' ^'* 5*'*: '"^"^^ Schwingung jn gleicbe; Zdt 
S ^^ J*"*5; *" "!^' **"'*'*^l «P = «P> "«•"• »ie Bedingung. 
S^Jtt,';'' *;^'»«F* '*V erfahrt min sogleich, wemi man 
(*) .»»«eil (3) setzt ' und brhält; 

9 aPsiäa'- ii^'a 
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g aPsitta - h 
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^^^nn ir .das , Volumen , d«, Pendefs , be»eichi;et, wef^p 



" M. 
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,„.;P;^'*.;^,t'A»T; «'•';.?*»'"«»>'»8 Pendel eb*Ä so 
schnell wie .e,i„ gegebenes, inatsrieÜ«^ l^.epdel 
schwing«,, «4eir.b«ide ihre Sohwingung. i«,.«leicher 



Zeil 'vollenden, ihat .Biao:' die LilBgQ de»i:einfslio4ieii 
Febtlels «gieitfli^ der'Zarht- ku As&hm&tf, welch« mau 
erh'ält, Weinn maü dad Trä^liiiit$Tttoiiie'ht Äes WuteV 
riellen Pendels in Üfeiug aür' tf'eäken Äuftiahge- 
püi'ftkt, durich' d^* stÄtisc-he Möib«tf< des[ P'eädelrp- 
lu^ens i)ezögen auf diese.tl^/ß 4xe,^;d^ .. . 

Tiügt twBn die htersac^ bi^Mftniiite Mm^e de^ eibfactieil' 
Pandels, vom Äufhängepunikte des ' materielleii Pendäs aus, ' auf 
die gehörig verlängerte vom Schwerpunkte auf die Drehaxe ge- 
feite Nbmato, «o ergiebf^h im materiellen Pettdel ein P^M, 
w,^lch€||!iOffenbj|r ger^fle so schwingt, ^I^ 6t); 'die.. ganze, j^sse 
des. Kptpers in ihm vereinigt wärei' LetetM^en Piuikt &eiinl"mmi 
Schwingungspunkt oder Mittelpunkt des Schwunges des 
materiellen Pendels oder , feörpe^^, *) 

Zusatz 1. Die Gleichung I läßt sich rolgendermaßen in eioe 
andere Gestalt bringen. 

Es sei Kr* das Trägheitsmoment des materiellen Pendels oder 
Kdrpets'hk Be^ug ktsi' eifae duW^ seftMft' Schifetpunkt^el^eiid^ Axe, 
so erhäH'rtiaii- 'nach Aet bek^Ahtenittedotttibtasformel, ' für diis Trag- 
hei(si*idi0eiU'>*tt> ^i in Bäugp auf den A«Aäng^patikt:i > f^' .< 

a*4-r^ r* .'•")•;.* 

Es liegt folgUch iej gch.wf.q,|^ung.SjRi|^k,t :eiip,e^I^ö.|^ 
pers ^tets tiefer ^is der. Scnwerpunkt .desselben und 

rwir um die^r^Öe^— . 

Z;us«tz *l, Beachtungswerth ist noch folgende interessante Re- 
lation zwischen Schwinguogspunkt ! und Aufhängepnnkt eines ma- ^ 
t^erielien Pendels.' . • :» 

Macht man* näinficb den -SchiHtagungspunkt eines Pendels zum 

A^rfbängepunkt ddifäkbenv ^ bat nun in II, um die Länge des ent~ 

■'':.- . . ' .') i\ .. ;-• :i'.j' ■! r* 

spreche^j^il, ein(i|cbep Pendels ;jf}4,- erhalten, -7 statt a zu setzen, 

Weshalb MitftS' ; '''''•Jfliir« ' 

• — " •" > .» • 
ein Werth, welcher dem in II' geSondenen. v^Kig ^lei<!ib- is^* 






.*>Man )H3imrkey duß •hiermit keln«9wef0 ..«fs^agLseHi so^, -daß .^ ip, ^^eia . fiöf- 
per nur einen einzigen Schwingungspunkt giebt, rittmehr laßt'sicn zeigen cNaVier, 
Mecanique a. a. 0. $. 305), daß in Jedem Körper unondlick«¥iil'»oWi6fWl*lkl« 
vorbanden sind; gewöhnlich nennt man aber nur- denjenigen Funkt den Schwin- 
gungspunkt, welcher in der verlängerten Normale vom Schwerpunkte auf die 
Drehaxe liegt. 
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Schw.ingBogs puttkt und Au-fkängepunkt eine« Pen-* 
dels sind also feciprok, d. k. wenn uaii den Schw'in-*-. 
gungs.puokt 7 am Aufhängepunkt macht, 30 ^ird .d,er 
Attfhängepunkt zum. Schwingungspunkt. '^) •*:! 

Beispiel 1. Ein rec%twia1pigesfaraUelepipedaiii, degg^a dreiK|intfn respeoti^e, 
^e Langen a, b and c haben, ist an einer Axe aufgehangen, welche rechtwinklig auf 
der Ebene von b und 6 &Mht, deren Abstand vom ' Schwerpunkte ':^ 9 und rm tldr 
I(ante c gleich ^ b ist;. viiw'soH die Entfatnung ;de9 Schwingungipunktea angehen? 

Auf lös. Mit Zuxtehung- .von $ 4ö VI erhält man hier aus I oder II ohne Weiteres; 

Beispiel ^ IM aoU den Mittdpunkt dea Schwunges des. S. b^.lkam^Z 
betrachteten Pendels auffinden? • i . 

Auf los. In'i. 50 ist das betreffende Trägheitsmoment bereits abg^Ielt^t tetfr- 
de», und da die Sanmia der atatischen Homente CK^k^^L-}-^ kl sein muS, so «p«- 



giebt sich 



1^ Z±j -k + c«-\n^ 

iK^kaL'\-^kl 



, I ; 1 - 



S. 55. 
.Durch äiß ja den. v<)rst^Iieii4iM| Pavägr^M®^ erlao^jt^Ui Rey 
sultatp F^r4^n alle, weiterem, die . Bewegimgsgesetze. ile?, BDNaiq- 
riellen Pendels batreffendeii /Fragen- auf «das matbematiaehe^iP^n- 
del reduzirt, weshalb wir im Nachstehendeii- letzteres zuerst al- 
lein betrachten. , 

Zuerst werde die Geschwindigkeit des einfachen Pendels 

ftir irgend einetf * Poijikt ' ieinfei- $ahfl bestimnii ' . \ 

''■■■ ^■' ''-'-* • ' gg g^j hierzu' wie! vorher AO 

tlonswinkel = a und die der Er- 
hebuüg entsprechende FaHÄöhe, 
' d. i. j1J& === 6. Denkt ^nah sich 
tH r»ttu 4^s\bi?. # erbpbeae Pendel 
, zuerst fest;gQhdten, sodaan ab«r 
losgelassen , und bis zu einem 
PuMte iJ^ hferabgegahgen , ^t 
welehen der ElevaliMiswiiikel^ 
d. l ACF=(f, AG=a; ist, so 
erhält man nach §• ^^ ^^ ^® 
Geschwindigkeit = <? in gedach- 
tem Punkte: 

oder da 0^=1 (i -^is&sa), j? «a / (t >-^ «cos 9). is t; • '^ .: 

L c= V 2gl (cos cp — cos a) ; 




wofUr man 'wegen cos cp ^^ cos a «= 2 sin ^ (ä -^ (f) sin | (« — <p)» 
sehrdbea kann: 



») Auf eine werlhvoUc Anwendung dieses Salzes kommen wir weiter unten. 






I * 

n. c= K4^/sm|(a-f-(p)siA|(a— (p). 
Aus I folgt ferner für die beti-effende Winkelgeschwindig- 
keit = 0), da € = (ol, aus I: ' 

>* III. w a^ 1/ -?\cos (p — cos a) . 

S« 56. 
Um die Schwin^ilngs'zeit des einfachen, und hieraus des 
£^^ j ^ ziis^mmeilgeietzten Pendels mög- 

"liehst leicht bestimmen zu kön- 
„uen. ,i5r^Ue?i. wif. iiq Vlein^ Ele- 
vaUonswinkel vor^i|§l^eii, d«0i in 
der Gleichung II des vorigen Pa- 
ragraphen die .l^ni^ \ ohne merk- 
Ufiken Fehler mit den respectiven 
j&ögen vertauscht werden können. 
vF^rdie Geschwindigkeit im Punkte 
,j^rerhält man sod^n: 

'^^^ 1/ 4#&H)(a'4.<(»^.4-'i5— <f) I = KW(a*— <p^), 
oder auch: 




•^•ii).^«jlAl'(^)*|*/.ir/ 



' Betrachtet m|in nun ÄF als döÄ lüenÄeil voto Bogen 
BA = la, und bezeichnet ferner die Zeit der Bewegung von 
B Ws F mit- T, so wird, man sel«^ könflpn, wenn n eipe, sehr 
große Zahl ist : ' 

cT5=.t-;'d..g. mi« Bezeug auf ^] 



n 



nach gehöriger Reduction: 



(2) X 



l/ I J» 



üip aber hieraus die Zeit dei- ftew^^g iü d^ ganzen 

Boizeu J9A- zu finden, wird liian nur nöthig haben, för (p auf 

' ^ ^' " 1' ^ ^ ' ' ' ' "'■ '' '■'- '' ' ' ' " '"' 

einatider folgend -«,i ^a, -a etc. zu setaen und dk. w- «rbalr» 



nun 



1 ■ * ■ 



■I <,♦ 



tenen Werthe zu summiren. b* sodann — die gedachte Zeit, 
so folgt: 
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r^yj-V- 



1 



] i 



9 



• 1 «ill f l V . ^— 






\, 



Wo'^v^^ 



2 



^-H 



1 

n 



*H9eri[>ei bteibt 'nur noch bbrig, die Summe der in der Pa- 
Miljy^e etHhäfitidnen* G'rbBeü^ aftrtugeben, was, wie folgt gesche- 
höil' fciinii. ♦•' • - ' ' ' 



I i-.i«» ]• 



¥%0ym:-'\r':' ■ '''\ Es sei AB Fig. 37 der 

'!bögen eines Viertelkreises für 

d^ü Radius AC= CBx=^\ und 
' ifj^ssxz ein so -kleines Element 
dieselben, daß es als eine ge«- 
rade Linie anges^ien werden 
kann. Fällt man Sodann die Nor- 
mKlleQ ZM? und JP'Mt si^t ieKi^er 
FE II AC, so wird man Aie Pro- 
portion erbalten: '- 
(4) CJD : DG ^=r^FD : FE . 

UtiSmier BG^FeF=- GC = - vom Radius AC, 

n n • 




} r 



i 



so 



erhalt 



man 



auch, wegen D€f^y ^\ ~ / ^"® '^^^ ' 



1^ 
n 



'i 



'^^^m ' 



Aus der yergJJ^iQliijgQ^ dieser jiusdrücke roi^ den Gliedern 
4er Parenthese in (3} lUßt sich aber leicht eaXnidhmeti, daft die 
vorgedachte Summe nichts Anderes als die Läilge des 'B6gen9 
TOiiit 'YiMettiirelse 'fUr den Radius z3> 1.,: aU«^^ z4&^^ ist, ..d€|mr 
nach erhält man auch: '' ' ' 

(5)-. l = .nYL. . ■ 



. jr.i 



•t> . . I.'l 1 
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• • N«cii flem Vorbergehend^n muß !<iie Zeit d^r Bewegung 
durch die andfef^ Bo^etAälfte AD Fig. 3€ ^ete so gfoß atls d&r 
Werth (5) sein, weshalb sich die, Zeit düer ganzeü Sth'win'güti^ 
des eimacheu Pendels ergjebt zu: . i 

I. / = 3r 1/ -^ 
9 

Für die Zeit einer Schwingung des zusammencesetzteu Pen- 
dels, Erhält man daher, wan» . noan stat^ / die jj. 54 gefundenen 
Werübre.. setzt: . . .. k \\\ ,,. ./^_i_,,,^\ ,.,, p,. ./ 

Zusatz ^1. • För BliMtt<0^(HMwii^4ll -votti'jedets heltcbi^tn ittröBe 
laßt «leh dib Zeft leiiies Sl«i#uirges findeil äü<: 



I * *. 



=«F7|i+(i)'27+(2:!) (ä?) +(2X6) fe) +=-'•• 

^1 2. 4-6. .2« I \^J ' . :. 

oder wegen 7^ ;??28ip*^fx^ zu: . ,:,,•.. 

4- I ^— ^ I sin *n -i a I . 

^L ^^.4. 6. .211 J * ) 

Ihn den Einlhifi d«r Tontekenden Beihatli auf dbn Werth von I 
beurtheilca «i können, beachte man, deß: derr.Werlh derselben ist, 
für: ^^ 

a=lO: 1,000019; a= 5«: 1,000476 

et = 2«; 1,000076; a=l0»: 1,001907 

a=30: 1,000171; tt=15o: i,!}0430 

a==4®: 1,000305; a = 2eo: 1,00767 

I^eraus fplgt, daßdjle.ol^i^ Gl^ichnng I: t=^ny -z. P^f, %.jsehr 

kleitt^ EleYatioDErWinkel'bifl etwa 5<i ^leV für Elotigat^onswiilkel Vdb 
res^eotite iO^ a1« brauchbar ängönoräitfAn M^erdi^tl kHnn. >- < 

"Zuaatz 2. IPot cm Pendel von det L»n^' fc= £, w«Me^ sfeh 
Hilt dem unter f an einerlei Orte be#ifdi$t läid ^««fi^ii.in 'ktofi^ 
nen Bog^n '•schwingt, erhält man die -SchWing<tffjg8z<eit t= f 'zn^f 

rtÄJiry -^, d. g. in Vergleich mit I: 

- • 1 'i j . I • , » ■_ f » > < 4.1»'* 






Die Ableitung dieser Gleichung läßt sich, in gehöriger Schärfe, nur mit An- 
wendung der Differenzial- und Integralrechnung machen ; Elementare Ableitun- 
gen, findet man in: Kaiser, Handbuch der Mechanik. Carlsruhe 1842. %. 182. 
— Weisbadi,lnge'iii0«»-«tc. M^hatfikv 9fmiiscbw«ig 1845. ErtUÜrVhBü^ 9.246 



92 



Es verhaltea sich also. fü>r einei»>iind. denselben 
Ort die Scbwingiingszeitf^n wie. die Quadratwurzeln 
au9 d en Pendellängen. ^ 

Bezeichnet maii ferner die Anzahl Schwingungen, welche zwei 
Pendel von den Längen / und L in einer gewissen; aber derselben 
Zeit = X Secunden machen, '«respective mit n und iV, so hat man, 
wenn t und T die Torigen Bedeutungen l)ehalten t = n/ , t =5 iVT", 
felfflich : , 

t:T= N: n , und in Verbindung' mit der vorhergehenden Proportion : 

N:n=:YT:VT. 

An einerlei Orte verhalten sich demnach die Men- 
gen der in gleichen Zeiten veri;ichteten Schwingun- 
gen zweier Pendel wie umgekehrt di-e Quadratwur- 
zeln aus den Längen derselben. 

•Aias letzterer Proporftton folgt, v«äii wau /.<^ ^, L :^ 4 setzt : 
N:n = i :2y d. h. ein Pendel von der- Läkige s» 4 macht in dersel*- 
ben Zeit nor halb 90 viel Schwingungen als ein anderes von der 
Länge == i. ' - ;■- ; •- '• , 

Zusatz 3. ßei sehr .J^leinen . Eleyationswjnkeln, wenn diese 
auch unter einandei^ iircht ^vollkommen- gleich sind, können die 
Schwingungszeiten eines und desselben Pendels als einander gleich 
(isochron), oder die Bewegung selbst als eine gleichförmige betrach— 
tet werden, hierin liegt der Grund einer der wichtigsten Anwendung 
des Pendels, nämlich die zur Regulirung des Ganges der Uhren. 

(Im zii beurtheilen, wie sicli der tägliche Gang ei^er üUr bei 
verschiedenem Elevätionswinkel ändern kann, hat Professor* Stampfer 
in Wien eine kleine Tabelle .l^erecbaet *), welche wir hier im Aus- 
zuge mittheilen : ' " .. ^ ' ' 



ElevatioiwwiiikeV 


Tftglicfi^ .. 


Etevationsv^nkel 


' Täglieh^ 


i t=s' a 


Retai'datiob 


■ä? et • ••' 


R^Urdatiöti 


■ t 


j|l|ip. , See. 


' ' . • 




1« 


r. ö' . i''.6 


.50 


Ö' 41^1 


20 


b< .-.Ö",6 


10« 


2' 44",8 


3« 


',,0\ ■ i4",8 


15« 


6' 11",6 


40 


0' ^6^3 


20« 


iV 2",5 



DIeserii entsprechend macht^ man hei einer guten PendelUfai^ 
(Regulator): deipL El^Vjations Winkel nicht, grpßer al?. l.:bis 3 Grad^' 
Thurmuhren n^uß qiati, da sie wegen der vielen- , und gcptPeo . .passi-^ 
veo. Widerstände m^t .eiaem bedeutenfle^ j^ra^tciberschusse r, gehen' 
inätien, . grdjßeirq :ElQ]Kfktiop^i;M^el, gefwöhnlich 8 i^is 12 G.racl'^gBbeOy 
weshatb . denn., auch ,bJQr -eine täglii^he Veränderung .um.- ra«hr .a|». 
2 Minuten unvermeidlich ist. 

Zusatz 4. Richtete man ein Pandel so ein, daß es statt in einem 
Kreisbogen in dem Bogen einer Cykloide schwingt, deren Erzeugungs- 
kreis die halbe Pendellänge zum Durchmesser hat, so wurde dasselbe 
kleine .wie beliebig große Schwingungsbogen in gleicher Zeit durch- 

. ') JahffbiiQbff des« pplyteGhjit iDstiHites m Wtflfi. Band 20. S. 83. 
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laufen, oder dieFormelt f =^3; p/ — . .triirde för ElongatioBBwkikel 

Tim jeder Größe gültig sein. Der Grund hierrön liegt iii der be- 
reris Suite 28 (Aximetkupg) erwähnten £igensphajfl einer Cykloide, 
vermöge wielcher «in von der Schwörtraft getriebener Punkt, der 
gezwungen ist, sich auf dieser Curve zu bewegen, immer dieselbe 
Zeit braucht, bis zum tiefsten Punkte der Curve zu laufen, von wel- 
chem höher geleffenen Punkjte er auch seine Bewegung begin- 
aen mag. - . . j . • ' . • 

Um nun «ittem Pendel diese Gyklpidalbewegung zu ertheiltsn, 
braueht' man dasselbe nur (nttth dem Vorschlage Hu^^hens, del* auch 
snerst zeigte, wie d^s- Pesdel als Regulator' der 'Ufaren benutzt Wer- 
den kann) mittels eines biegsamen Fadens oder dünnen Metällstrei- 
fens zwischen zwei Evoluten der Cykloide (cykloidischen Backen) 
aufzohängen. Bei jedem Ausschlage .wickelt sich sodann der Faden 
von dem, eine4 Cykloidenbacken ab, nnd auf ^eii-andi^m auf, wo- 
durch das Pendel (oder richtiger dessen Seh wingung;spunk]i) gezwun- 
gen wird, sich selbst in einer Cykloide. zu bewegen. Die gedachten 
Evoluten der Cykloide sind der letzteren ganz gleiche Cykloideii 
und haben in Bezug auf diese bloß entgegengesetzte Lagetk.*^) * ' 

Früher bezweifelte man immer die Möglichkeit der Ausführung 
derartiger Cykloidalpendel, fndeß scheint die Auflösung der aller- 
cKfigs nicht leichten Aufgabe der neaefii v^pr^l(ti«ebeQ Jüecliani^ ge- 
lH^gjen zu sein.'*;). . \_;' ...;-..* '" j •;.•..■ 

Zusatz 5. Durch den Widerstand der ei4 Pendel umgelien^ 
den Luft wird^ bei sehr kleinen Elongationswinkeln , die Zeit einer 
Schwingung im Ganzen nicht verzögert, wte sich tbeoretisch *nafch- 
weisen läßt (Poisson, Mechanik §. 190 und §.. .399j„ wohl aber da- 
dotch^ äaü 4^9 Pendel in 'der Luft eineti^ Gewichtsverlast erleidet, 
und die umgebende Lnift mtf-dero Pebdet znglefichf in ^chwin^ng 
versetzt^ werden muß^**). Die Reibung im Aufhängepunkt umgdht 
Mair dadoTch; daß man das Pendel statt an einer Schtreide ah efneir 
dünnen elaattsckeii Stahlfeder aufbängl,- ihdeß tritt sodann dafür die 
Steifigkeit der Feder als Widersland auf.- Letztgenannte Ursachen 
sind es denn auch, weshalb die oben 'angegebenen täglichen berechne-^ 



•« 



»«♦ 



*) Auch die Theorie des Gykloidalpendels gehört in die höhere Mechanik. Ele- 
> RKBtare Bnlwieheluii^en gieht unter Aaderen Wei4)aoh in seiner bereits oben 

citirton Incenieiir-Mechanik. Theil 1. $; 249. 
) Vor Kurzem hat Professor Staanpfer in Wien bei der^Efbauong einer Tborm- 
uhr für die Stadt Lemberg die cykloidischen' Backen Wjediev in Anwcniang 
gebracht, sich auch durch die Erfahrung von der Nützlichkeit derselben über- 
zeugt. Indeß ge{fteht er, daß die Verfertigung sogenannter Lehren zur Bil- 
dung der Backen HUlfsmittel voraussezt, welche Uhrmachern oder Mechanikern 
nicht Icteht zo Gebote stehen, und daß ttberhanpt ^e ganze Ausführung ' mit 
•Schwierigkeiten verbunden ist, die denjehigen ähnNäh sind, welche sich der 
gehaoen Herstellung parabelischer, elliptischer «Ic. Gläser und Spiegel entge- 
genstellen. 

Das Aosführliche hierüber findet man im zwanzigsten Bande der Jahr- 
bäcbtr des Wiener polytechnisdien Instituts. 
) In Betreff dieser höchst interessanten Gegenstände ist am besten auf (^ehlpr's 
PhysikaHiches WörteH!»ueh, Artikel „Pendälf, Si^ite 345 zii verweisen. ' 



\ 
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ttn VeTZÖjreruDgen eines Pendels, wenn man solche beobachtet, noch 
etWMrgröBer ansfaüetf (Stumpfer a. a, 0. Seke 98). 

Zusatz 6. Ist, die Schmngungf axe eines .Pendels- nicht hpi^i» 
zohls^l, sondern Ufiter irgeod e^oeni /Winkel ß gegen den. Horia^on^ 
geneigt, so ist statt der obigep. Gl^icfiiing für die Zeit ^in^s Schwan-^ 
ffos zu setzen : ' ' . ' 

/ ~ oosßf ^ '' i. ■ '■ / •«< • 

Ein Pendel mit geneigter Axe schwingt folglich langs^me^ ' als 
oiQ.SpUbes .nü( bqris^Qptalcir Aie«. ,%igleiQli .ei4««at «an hieraus, 
w^lchQ Wichtigkeit ß\a sicberei?. Sjta^voki für eine äfarigtiia gut 
g«arbeitfilq .Uhr b^t ui^d :Wie bql 8(4iwasd^eod«ai B«de«i . z. Bv aaf 
i^chiffea, .Pei^ßelpbren gapz upbrauflhbAr sitid. 



:i . • < ' • , ( • • 



Vefllbriöi^ eitt'PeiMl^! ih jeder Secutide 6jiie' Schwlh'gung; 
so efhSit es den Namen S e c ü n d e n p e n det Die Länge pin^s 
solchen findet man aus I, des. vorigen . Parj^^pben, wenn man 
daselbst t^l setzt, zu: •. . 






Selflt vton hier'fitr-^ den in der zweiten Note aufSdte it 
angegebenen Werth (dessen Ableitung man weiter unten fiüdfen 
wandk »o er^Mbl sioh: 

• • •_ ■ 

II. ./=== 0,ä93t5.6.(t— O,00259a5 oos'2(p) i 1 ~ ^ VAJfeter.'^) 

Zusa.tz. Um die absolute ■ Lapgi» > des SseundeoipefeidtelS'' für 
irgf^d. einev Ort aus Beobachj^mgen zu fiqd^il , bedient mail- siok 
am basten des-, Yom engliso^en .Capitlia Kater angegebe«en uimI.tod 
9eaf <^I verbesserten Beversiona-» oder unr^ränderüdiea Pendels, dessen 
Prio:^p auf dem ber^ts En^e §. 54 abgeleltelea SatMe hambt». Der 
größte Vortheil eines derartigen. Pepdels besteht darin, . daß es fast 
alljd dieCorrectionen nicht bedarfi nrelche bei aadern Pendeln nofidg 
sind, um dieselben auf das mathematische zu reduciren. Eben so 
zweckmäßig läßt sich Kater's Pendel zur Bestimmung der Abplattung 
der Erde benutzen. **) 

Btispiel 1. Welche L&Dge hat das SecandcBpendel hi der Sladl HannoTer, 
deren geographische Breite CMarktkircbe) fßf* W 2£'* beträgl, md welche 68", 1 
(;:3P<2Q0 Fo0 JlaonoTO tiher dem Meeresspiegel liegt? 

Aallds. Nach U. eehält aiaa I ^ 0**,9941. 



■^« V 



*) Schmidt ki seinem treffUchea Lehrbuche der nathonatischen «Bd physischen 
Geographie C^üttingea 1829) entwickelt, Theill. $.244 für den Radiw (Krttm- 
.. mungshalbmesser) =s r derj^rdefitf. veraehiedeae geographisdie Breiiep = ^ 
folgende Formel : - 

r == 326^369 + ^184jQos 2<p - 11 . cos 4<f TolaeD, oder 
r = 6360118 (1 + 0,0016804 cos 2f . ^ 0,00000337 cos 4^) Meter, 
den Meter = 0,öl3074.Toisen gerechnet. 
**) Msn sehe hierüber: CSehlers physik« Wörterbuch, Artikel „Pendel*^ Beite 363. 
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bekannt oder nach den früheren Formola.l)erp:hQ«t ist,f.soll.4«« b«i;#iUi $, fjO ^j- 
spi«! 2 betrachtete Pendel zu einem Secuiid'enpendei angeordnet werden,' es fragt sich, 
« vdclwr Enlfenniog = L hierza die Linse desselben cn der f^ndelstange festge- 
stellt werden vuB^ . 

Auf lös. Aus 'gedachtem Beispiele and aus Torstehendef Gleichung I erhält 

nniB ohne IfMtMiss« - 

Woraus t leielit set r(*duziren ist. ' * J 

Beit*pi«l 3. i sAxw einer gleichförmig dichten prismatischen Stange vom Quer- 
schnitte 7=; a , ^ie jsic^ um eine auf ihre Längenrichtung normale Axe dreht, deren 
Abstände respectiVe vom untern und obern Ende X^ und Xr^ sindj und aus zwei 6o- 
wiehCen pi «dd p^'V%tk derselben Dichte = y » wovon das etile auf dem Theile X^ 
das and^r« traf de«» Theile X^ der Stange verschiebbar ist, hat man einen mnsicaU- 
sehen Tactmesset (Metronom)*} construirt; es Aragt sich, in iTelcher Zeit derselbe 
eine Schwingung tvrrichtet, wenn das untere Gewichf in einem Abstände = e^ von 
'ilief.Prelinxe befesifgfl.vnd das obere in einer Entfernung = e^ vnn derselben Axe 

fes^^steUt i^t?. - ^ - — ^ 

A'uflös. ; Zuerst ' erhält man für die Länge = { des gleichseitigen einfachen 
wenit eiPx'^eaPa vorausgesetzt wird: 



]^ 1f>fta^i=^ + ig^»)H-Pi«^i"-hP2^2^ daher 






\ — 






f( .j.ji 



Centrifagalkrah. 

Dreht si<% ein' fe^et* Kötzer mit eifl^ 'öbüstaiaten "Wliike]- 
geschwindigkeit == (o um . eiDe feäte ^ Axe , so besitzt jeder 
um r von dieser Axe ajbstebeude materielle Punkt des Körper^ 
eine Geschwlpdigkeit^x^j =i=r, mft welcher \er sichr beistrebt,. Id 
der Richtung d^ Täügente dejs betreffenden l^r^j^eV'f^Hzugfehen. 
Ohne eine Veri'ücliung derAxä zii erie'ugeii, ist jfeäoc'b letJijteres 
nicht möglich, weshalb denn hierdurch ein Druck gegen die' Axe 
erzeugt wird, dessen .Richtung nut der ()®s .Halbinossen r zu- 
sammenfällt, und welcheCentrifugalkraft oder Fliehkraft 
genannt wird. . . 

Für einen der materiellen Punkte des Körpers, dessen Masse 
sKffg ist ^EiSk sksh. die Größe der Centriftigalkralt s=ap.:o\me 
Weiteres mki Hülfe der .Gleiohungen L Seile 31 und II 8eito 88 
bestimmen- und zwar eifauit man: 



= «it«)V. 



r 



- §. 59. . ' . 

Die Bestimmung der Centrjfugalkraft filr: ein^ew. gaiteen Kör- 
per muB:. nach dem. Verbemerki^n offenbar fW( der Frage, zu^ 
s^m^nfallen, wie si<?h die Centrifugi4hräfte der einEelnenlfas-* 



■<->■■ 



*3 von ^^tpov das Maß uad i|öfi06 das Und, daa j^fe^l^. 



Vi ■ 
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sm desselbto zusammensAteen und die betreffwideii Ri»ultaiiteii 
der Richtuög oiöd Lage nach finden lassen 

Fig. 38. 



2i 




.X 



•T? 



Zu diesem Ende 

, ^ sei Ü Fig. 38 ein 

beliebiger .. Punkt 

- >f< der Drehaxe des 

K ' 1^ Körpe?:»,. dpn vir 

\ ;." i zum Ursprünge ei- 

ti !\ i nes rechlwinkligen 

Coordinatensyste^ 
: T/ i mes wählen und 

7i\ ".ffi , dabei annehmen, 

daß die Drehaxe 
mit der Axe X 

...••'X:^ -' . (= UX) zusam-^ 

men falle. 

Sodann sei E 
* ein willkürlicher 
materieller Punkt des Korpers,' dessen Masse i:=:'ini, Entfernung 
CE von der Drehaxe = ri ist, und dessen rechtwinklige Coor- 
dinaten iPi, pi, %i sind. • * i^-' 

Die nach der Richtung _C]E wirkende Gentrifugalkraft des 
gedachten . mat^elli^n Punktes ist sodann nach ypri^em Paragraph: 

' ./■ ' 'mico.^h. " "^ , ",- ' ' '• .. 
Versetzen wir d^n Angriffspunkt dieser Kraft yon E nach 
Q. und ^erleg^n sie daselbst in zwei auf einander normale Sei- 
tenkräfte p und g, die respectivje zu UY und .172 parallel ge- 
richtet sii^d, uni •bez^iclinöt dabei a den Winkel, welchen ^ 
mit der Fliehkraftriclituiig einschließt, so ergiebt sich-: 

^ • . ■ ■. • rj .• ■ . . 

q = Hfl CO Vj cos a = i»iCo¥j — = «li (o^j . 

rj 

Auf gleiche WeiHe mit allen übrigen mäteriefien Punkten 
d€i$s Köitpel^ ' verfahren, ergeben sich überhaupt . zwer Grnppen 
von parallelen Kräften, für welche man nach, bekalmiter Schreib- 
weise setzen kann (sobald jede Gruppe für sich nicht auf ein 
Kräftepaar fahrt): 

cj^2)(f?iy) parallel mit UY^ die wir gleich P setzen wollen; 

0).» S (m») - - «7Z • -■ - - ^ - 

Um die Lage der ^ Angriffspunkte dieser beiden Resultanten 
bestimmffiti zu können, wählen wir 27 zum Momentenpunkt« und 
erhalten «. B; för da» Motoent von ';»;f», (o^jJj^i ,■ für das 
Moment von q : miHi^WiZif überhaupt für die Summen der 
Momeute aller respectlven Gomponenten : o)^2 [fnxy) und 
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Fig. 39. 




ü)^£(m^«). Dividirt mwi aber 
erstere durch iP, letstere durch 
l9, so erhält mau, nach $^.19 
der Geostatik, als Quotienten 
die respectiven Entfernungen 
b und c Fig. 39, in welchen 
von U aus gerechnet, die 
Richtungen der Resultanten P 
und Q die Axe X schneiden. 
Zur Bestimmung der betref- 
fenden Resultanten dienen >also 
überhaupt folgende vier Glei- 
chungen : 



I. P==:W*2(l»y); 
H (tnxv) 



IV. 



2 [my) 
£ [mx%) 



.1 



•2 (rny) 

Hieraus folgt > daß sich die Centrifggalkrafte eines be-* 
liebigen sich um. eine feste Axe gleichförmig drehende^ Kör- 
pers im Allgemeinen auf zwei Resultßnten zurückfllbren lassen, 
die in verschiedeaei;i Ebenen liegen und an zwei ganz venschie- 
denen Punkten der Drehaxß. aagreifen und deshalb nicht zu ex-*. 
ner einzigen Resultante zusammengesetzt werden können. 



S- 60. 

Für unsere Zwecke ist es von besonderer Wichtigkeit, die 
Fälle kennen zu lernen, in welchen sich die sämmtlichen Gen- 
trifugalkräfte eines Körpers zu einer einzigen Resultante zusam- 
mensetzen lassen. - ' 

1. Ist 6 = r, so liegen P und Q in einer und derselben 
zur Drehaxe normalen Ebene und man erhält sodann für die 
Größe der betreffenden und einzigen Resultante »= R »ach 

S. 18 der Geost atik : • 

R = Vpt + ^2 = (0« V [S (wy)] » + [2 (fnz)y\ 

Sind nun Y, und Zi die Coordinaten des Schwerpunktes 
und bezeichnet M die Gesammtmasse . des Körpers, so ist nach 
$. 42 der Geostatik: 



*) Wer sich, mit der Lehre yon den Kräft^mren gehörig vertraut gemacht hat, 
wird gut thun, diese Gleichungen nach $. 29 etc. der fietstuHk ahzvleiten. 

Rühlniann*s Geodynamik. 7 



98 

MYi SS 2 (rngf) ; MZi =• 2 {m») , sodann folgt aber aus 
letzterer öleichang: 

R=(a^3lVYy ^ + Zj\ 

Offenbar bezeichnet hier V Yi^-}- Zi^ den Schwerpunkts- 
abstand des ganzen Körpers von der Drehaxe, daher sich er- 
giebt, wenn dieser = r gesetzt wird : 

Ä = Jfo)V. 
.. FQr die Lage dieser Resultante erhUlt man überdies nach 
Nr. 6 $. 18 der Geostatik: 

Q ^1 

Die Richtung der Resultante geht folglich im gegenwärtigen 
Falle durch den Schwerpunkt des Körpers, und die Größe der 
Centrifugalkraft ist genau dieselbe, als wenn die sämmtlichen 
Massenelemente im Schwerpunkte vereinigt wären. 

2. Letzteres findet auch allemal Statt, wenn sich der Kör- 
per auf eine ebene Fläche reduzirt, welche rechtwinklig auf der 
Drehaxe steht. ^ 

3. Dasselbe findet femer Statt , wenn ö =-,0 und auch 
c == , d. i. wenn 2 («M?y) = und ^u«h S (mxz) = ist, 
d. h. wenn der Körper- in Bezug auf die Ebene XZ und in 
Bezug auf die Ebene JTY eine symmetrische Form hat.*) 

4. Sind bloß Q und e (oder auch bloß P und b) gleich 
Null, d. h. S(iii«)^=0 und Z(j9ta%) = 0, ist der Körper also in 
Bezug auf die Ebene XY symmetrisch , so erhält man : 

In diesem Falle ist also ebenfalls die Größe der Centrifu- 
galkraft dieselbe wie in den vorigen Fällen, allein ihr Angriffs- 
punkt auf der Drehaxe wird durch die Gleichung bestimmt : 

wobei b allgemein nicht die Goordinate für den Schwerpunkt zu 
sein kraucht 

Aus Vorsieheadem läßt sich überhaupt folgender fUr die 
techaisdie Mechanik wichtige Sa^tz entnehmen: 

))Läßt sich ein um eine feste Axe in gleichför- 
mige Umdrehung versetzter Körper durch Schnitt- 
ebenen normal zur Axe in sehr dünne Schichten 
zerlegen, und liegen die Schwerpunkte aller die- 
ser Schichten in einer zur Axe parallelen Ge- 
raden, der Körper habe übrigens eine Gestalt 



*) Dieser Fall bat stets Statt, wenn VX eine Ten den drei Haoptaxen (§. 40) 
ist, welche ^ch in Pvnkte Cf sdineiden. 
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und Lage, welche er wolle, oder fallen die ge- 
dachten Schwerpunkte in eine beliebige Linien 
die ganz in der Ebene der Drehaxe liegt, und ^ird 
alsdann der Körper durch eine ^uf die Drebaxe 
nor^male und durch den Schwerpunkt gehende 
Ebene symmetrisch getheilt ; so ist die Centrifu*- 
galkraft des Körpers dieselbe, als wenn alle Mas- 
senelemente im Schwerpunkte vereinigt wUron. 

Bezeichnet man daher allgemein für die gedachten Fälle 
die Größe der Fliehkraft eines Körpers mit Fy das Gewicht des- 
selben mit W und die Entfernung seines Schwerpunktes von 
der Drehaxe mit z^ so erhält man: 

W 



oder wenn r die Geschwindigkeit des Schwerpunktes bezeichnet: 

oder auch wenn / die .Zeit einer Umdrehung ist: 

m. F='^-^; 
"• 9 

oder endlich, wenn man n gleich der Zahl der Umdrehungen 
pr. Secunde setzt: 

W 

IV. F=4«7r2/i«— . 

9 ^ 

Zusatz. Jede Axe, die, während ein Körper sich om dieselbe 
dreht, von .den Gen(TifugaI<kräften seiner materiellen Theile keinen 
Druck erfährt, wird eine freie Axe des Körpers genannt. 

Die Bedinp;ungen, unter welchen die Drehaxe eines Körpers 
eine freie ist, eingeben sich ohne Weiteres aus den vier In $. 59 ge~ 
fundcnen tjFeichungen. 

Zuerst ist narolich~klar, daß sowohl P als auch gleich Null 
sein muß, woraus aber mit Bezug auf die Bezeichnung des gegenwär- 
tigen Paragraphen folgt; H'my ^ MY^ = und auch £mss iIfZi = 0, 
d. h., weil M nicht Null Min kaa«, so nuB sowohl Fi als Zx gleich 
Null sein. 

Jfde freie Axe eii^es Körpers muß also durch den 
Schwerpunkt desselben gehen. 

Damit aber die Axe auch von den resultirenden Kraflepaaren 
der Gleichungen LI und IV. %, 59 keinen Druck erfahre, müssen 
die Momente derselben ebenfalls gleich Null sein, d. h. es erfordert 
eine freie Axe noch die Bedingungsgleichuogen : £ (^HMcy) = und 
E {mxz) = 0. 

Nicht jededurchdcn Schwerpunkt eines Körpers 
gebende Axe. ist daner eine freie Axe, sondern nur 
die Axen, welch« zugleich Hauptaxen (%^ 48) des Kör- 
per s sin d. 

7^ 
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Dreht , sich dsher ein Körper um eine «lerjenlgen seiner drei 
Hauplaien» weiche sich in seinem Sehwerpnnkle schneiden, so er- 
zeugen die CenlrifugalkräAe aller seiner materiellen Theile keinen 
Druck gegen die Umdrehaie, und hat die Bewegung um eine solche 
Äxe begonnen, so wird sie unausgesetzt fortdauern, ohne daß irgend 
ein Punkt der Axe befestigt zu sein braucht, wenn nur dabei der 
Körper von keiner Kraft getrieben wird, 

fn jedem Körper giebt es wenigstens drei freie Axen, welche 
im Schwerpunkte des Körpers auf einander rechtwinklig stehen. 

Bei allen Körpern, die durch Umdrehung einer ebenen Fläche 
um eine Axe entstanden sind, ist diese Axe selbst eine von' den 
freien Axen, während die beiden andern die durch den Schwerpunkt 
gehenden Durchmesser sind; auch erkennt man leicht, daß in die- 
«sem Falle alle Schwerpunktsdurchmesser freie Axe sind. Bei einer 
Kugel ist jeder ihrer Durchmesser eine freie Axe. 

Anmerkung. F6r den Astronomen ist das Kapitel der freien 
Alten Ton der größten Wichtigkeit, für die technische Mcchsnik geht 
bloß die ebenfalls höchst zu beachtende Lehre hervor, daß man su- 
chen muß, die Axen in Umdrehung befindlicher Maschinentheilc 
(mögtichst) zu freien Axen zu gestalten. Mehrere bemerkungswerthe 
Wirkungen der Gentrifugalkräfte, unter andern auch die Frage über 
die Stabilität der Umdrehung, lassen sich durch die von Boftuenber- 
ger angegebene Schwungmaschine versinnlichen *). 

S. 61. 
Um die Anwendung der Lehre von den CentrifugalkräfCeo 
auf technische Fälle zu zeigen, lösen wir nachstehende Auf- 
gaben. 

Aufgabe 1. Bei großen gußeisernen Schwungrädern der 
Dampfmaschinen, Hammerwerke, Walzwerke etc. wird gewöhn- 
lich der Radkranz oder Schwungring aus Theilen oder Felgen 
zusammengesetzt, und die Enden der Arme werden in den Kranz 
eingelassen und entsprechend mit Nieten, Bolzen oder Schrau- 
ben mit demsel|)en verbunden. 

Es soll nun. die Stärke dieser Bolzen berechnet und son-^ 
stige Verbäitaiide fttr die größtmöglichste Festiglieit eines solchea 
Rades bestimmt werden. 

Auflösung. Man wird leicht erkennen, daß zar Beant- 
wortung des ersten Theiles der Aufgabe vor Allem nöthig ist^ 
die Größe der nach der Mittellinie einer solchen Felge gerich- 
teten GentrifMgalkraft zu ermitteln. Benutzt man deshalb die 



*3 Bescbrelbaog, Abbildung etc. dieser Maschine ündel man in Baamgartn^^s Na- 

tpriehre, §. 304, und in Glilbert's Annalen, Band 60. In Betreff des weiteren 

Studiums fiber freie Axen und verwandte OegenstSnde verweisen \vir auf die 

- bereilii firüher citirten Werk« ober habere MvchaiilB, inabesondart aber auf 

Pontecoulant's Systeme du Monde. 
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1$. 60 gefundenen Formel», so hat man zmiSlolMt die £Btfernun 
z des Sebwerpunktes der Felge von der Drehaxe zu fmden. 

Es sei daher R der äußere, r der innere Radius des 
Schwungringes, ö dessen Dicke normal auf der Ebene des Rades 
gemessen , und a der halbe Gentnwinkel des Felgenstückes, 
endlich y das Gewicht der Gubikeinbeit des Gusseisens* 

Hiemaeh isl das gtatische Moment ,der gedaphten Felge in 
Bezug auf die Drehaxe nach $. 49 der Geostaük: 

f (Ä* — r*) sin a , oder mit Bezug auf die Dieke =» d : 



(Ä* — r») d sin ct. 



Der cubische Inhalt des Felgenstäekes ist aber a(R^ — r^)6 
folglich die Entfernung seines Schwerpunktes von O aus in der 
Mittellinie CD gerechnet : 

_ -} (Jg» — r^) & sin g _ ^ R^ — r^ sing 

Für das Gewicht W der Felge ergiebt sich li^3=s= 
g(/l^ — r«)6y, daher, wenn maft diese Werthe in IV. $.60 
substituirt und entsprechend redueirt: 

,4\ r» "SÄ^fiR» — r5)»%.sing 

(1) F=— 3—- , 

. Setzt man ferner den Durchmesser eines Verbindungsbol- 
zaus =d und nimmt, der Sicherheit wegen, an, daß er hur 
mit beiden Enden aufliegt und die brechende Kraft in der Mitle 
wirkt, so erhält man nach §. 114 und $. 117 der Geoslatik für 
einen solchen Bolzen die respective Festigkeit zu: 

4 33 d^ H rf» , 

wenn- man für einen Arm iV solcher Bolzen, oder für zwei 2N 
annimmt : 

Vergleicht man endlich (1) mit (2), so erhält man nach 
gehöriger Reduction den entsprcdienden Werth für den Durch- 
messer d eines Bolzens. * 

Nimmt man an, es gehe der Schwungring in der Gussmasse 
und nicht in dem Verbindungsbolzen auseinander, so hat man die 
absoluten Festigkeiten in Rechnung zu bringen. Werden diese 
Festigkeiten als gegen die Halbmesser winkelrecht gerichtete 
Kräfte angesehen, so hat man diese in Seitenkräfte parallel und 
rechtwinkelig gegen die Mittellinie des Felgenstückes zu zerle- 
gen, wovon sich die letzteren zu beiden Seiten aufheben, die 
ersteren aber: 2 [R — r) 6m sin g gebeuj wenn tn den Coefficien- 
ten der absoluten Festigkeit bezeichnet. 
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HffiB erhall idso im VWgleieh mit (1): 

2 (S — r) bm sin a = ^ — — ^ * ; 

6g 

so wi« hferansr 

(3) 3i«5F = 4jr«(Äa + /lr + r2)»»j'.- 

Hiernach hängt die Festigkeit nicht von der Dicke des 
Sehwungringes, sondein nur von dessen Höhe und der. Zahl der 
Umdrehungen ab, so wie sich auch zeigt, da a ganz iveggefal^ 
len ist, da& die Größe des losreißenden Stückes auf die Fähig- 
keit des Trennens keinen Einfluß hat. 

Für die Zahl der Umdrehungen 3=11, bei welcher man ein 
Losreißen zu befürchten hat, ergiebt sich übrigens noch. aus (3): 



n 






6 mg 



2at' (Ä« + Är + r*)y • 
Letztere Formel iSßt ^ch auch für andere Körper benutzen, 
um anzugeben, ; w^he Zahl von Umgängen dieselben machen 
dürfen, ohne daß mdn eine Beeinträchtigung der Festigkeit, ein 
Zerreißen zu befürchten hat. Beispiele .hierzu liefern n. A. Mühl- 
steine, Schleifsteine etc., welche man deshalb gewöhnhch ent- 
sprechend durch eiserne Ringe oder Scheiben armirt^ 

Aufgabe 2. Man soll eine Gleichung für die Schwin- 

gungszeit eines sogenannten Centrifugalpendels Fig. iOi ableiten, 

F^g. 40. bei welchem sich der materielle 

t*unkt (der Schwingungspunkt' einer 

Linse oder feugel) A nicht in einem 
vertikalen Kreisbogen nach stets 
' • abwechselnden Richtangen hin und 
her, sondern in einem Kreise ARS 
nach immer gldchei» Richttmg be- 
wegt*). 

, .tT.. Auflösung. Wir denken uns 

-Q '\ die Pendelstange AO als eine 

7**'" ''"(S 7 ., feste aber mathematische Linie. 

/ i /• — : ■' jDas Gewicht der im Punkte A 

/ :/ "^ concentrirten Masse sei = Q, 

E^ — *1'^ ferner sei OC eine vertikale 

^ ' Linie durch den Umdrehungs- 

punkt 0, der Elongationswinwinkel = a und die Länge AO 
des Fadens = /. 

Leicht wird man erkennen, daß auf den Faden überhaupt 
zwei Kräfte wirken» nämlich das Gewicht Q nach der vertikalen 




*) Zu bemerktem Zwecke muß sich die Pcndelstange AO um den Aufliängcpunkt 
nicht allein in einer Ebene, sondern nach jeder beh'ebigen Richtung frei 
herumdrehen lassen. 



\ 
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RiohCtiDg AD und die durch die Bewegung entstehende Gentri- 
fugalkraft = P, die in der Richtung CAy radtat auswäKs, 

thätig ist. 

Die Kraft ^, die durch AD dargestellt sein mag, läßt sich 
aber m zwei Seitenkräfte AE und AB zerlegen^ wovon die er- 
stere in die verlängerte Richtung des Fadens fällt, unddemnadi 
von der Festigkeit dessdhen aufigehoben wird, die letztere in 
der Richtung des Radius AC liegt und von A nach O thätig 
ist. 

Ffir AB erhält man: 

(l) AB=q.tga. 

Da ferner der Halbmesser AC == f sin a ist, so ergiebt sich 
die Centrifugalkraft, nach Ifl. §. 60, zu : 

Soll nun die Kugel fortwährend in der Peripherie desselben 
Kreises fortgehen, so müssen die Werthe (1) und (2) einander 
gleich sein, weshalb man erhält: . 

. \%^ ' Q 

Qtgn = ^-— - ^ sin a . ~ ; hieraus : 
^ t* ff 

„ 4it^./cos a ■ 

/2 ==3 __ oder: . 



« l//.cosa 
^ ff 

In letzterer Gleichung ist aber der Werth / cos a nichts* 
Anderes als die Hdbe CO, so daß auch geseilt werden kann, 
wenn, diese Höhe mit h bezeichnet wird: 



2^)/^, 



iL / 

ff 

Vergleicht n»in diesen Ausdruck init dem. früher gefunden 

neu t=7% V — für die Schwingongszeit eines in vertikalen 

^ ff 
und kleinen Kreisbogen schwingenden Pendels, s^o ergiebt sich 

der Satz: 

Ist die Länge des Kreispendels der Höhe des 
Gentrifugalpendels gleich, so ist die Umlaufszeit 
d>es letzteren gleich der doppelten Schwingungs- 
zeit des ersteren. ' 

Zuglet'ch wird man erkennen, daß die Bewegung eines Cen- 
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trifogalpettdels völlig gleidiförmig nt, so daß es kleine wie große 
Bögen in vejrfaältnißmaßig gleicher Zdt durchmuft. *) 

Aufgabe 3. Man soll die nofiiwendige Ueberhöhuog der 
äußeren Schiene über die innere in der Krümmung einer Eisen- 
bahn berechnen, wenn dadurch die Wirkung der Gentrifugalkraft 
eines Bahnwagens aufgehoben werden und kein Bestreben der 
Rüder, sich der. inneren noch ttußeren Sehienen zu nähern, ent- 
stehen soll. 

Auflösung. Denkt man sich an einer Stelle, wo der 
Halbmesser der Bahnkrümmung = q ist, eine Durchschnittebene 
rechtwinklig zur Bahnaxe, ^die gleichzeitig durch den Schwer- 
punkt des Wagens geht, so kann man sich vorstellen, als befinde 
sich der Wagen (fttr diesen Augenblick) auf, einer nach innen, ' 
gegen die concave Seite geneigten schiefen Ebene, deren Nei- 
gungswinkel = a die gedaclrte Ueberhöhung zur Tangente hat, 
so daß, wenn erstere mit h und die Spurweite der Bahn mit a 

bezeichnet wird, tg 9t = — ist. 

Ist daher das Gewicht des Wagens =sr W, die Geschwin- 
digkeit seines Schwerpunktes == r und f der Reibungscoefilcient 1 
für die seitliche Bewegung der Radkränze auf den Schienen, so ' 
erhält man nach II. §.60 und $.93 der Geostatik: 

fy sm a = ^ cos a -1- r I sm a + W cos a 1 , 

und hieraus: 

Berechnet man die beiden hieraus folgenden Werthe für h^ 
so ist das arithmetische Mittel derselben die gesuchte Ueberbö*!> 
hung der Schienen für die gemachte Voraussetzung. 

Zusatz. Zu den interessantesten, die Centrifagalkraft betreffen- 
den Fragen gehört die nach dem Einflasse, welchen diese Kraft bei 
der Axendrehung unserer Erde auf die Aeeeleratton der Schwerkraft 
ausübt; eine Frage, die auch für die technische Mechanik nicht ohne 
Wtchtigkeit ist, insofern damit die Herleitung der bereits in der 
Note Seite 17 angegebenen Gleichung für g innig zusammenhängt. 
Gegenwärtiger Zusatz sei diesem Gegenstande gewidmet. 

Nimmt man den mittleren Halbmesser == r der zunächst als 



*) Der Uhrmacher Pfaffins in Wesel hat dieses Pendel zuerst zur Regulirung der 
Terzienahren benutzt, wodurch dieselben zu Beobachtungen wegen ihres sehr 
richtigen tianges höchst branchbar werden. Als Regulator der DampCklappe etc. 
bei Dampfmaschinen benutzt man ein ähnliches Pendel, dessen Theorie jedoch, 
der Art der Gonstmction nach, anders als die obige begründet werden muB. 

") f ^rd hierbei (neuerdings) höchstens = ^ angenommen. Man. sehe hierüber 
die Stuttgarter Eisenbahnzeitung Nr. 28 vom Jahre 1816. 
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Kugel zu belrachleodeB Enle 2a 6S^198"> an*) und beachtet, daß 
nach %. 3 (Zusats), die Zeil =a / der einmaligen Axendrehung s= 86164 
Secunden ist, so erhäit man zufolge III. $. 60 (indem man M = i 
setzt) für die Acceleration ^F der Gentrifugalkraft am Aequalor: 



(1) 



F= Tj ")*. r = 0« 033853 . 



Die Acceleration = ß* der Schwerkraft eben daaelbat ist nach 
Schmidt**): (r'==:9»,78061, folglich das Verbftitniß dieser beiden 
Größen : 

<a) g, = 0,0034612 = 5§8;9 



Fig. 41. 




Bezeichnet o den Halbmesser AB 
Fig. 41 eines Parallelkreises in. der 
Breite = (p , so erhält man für die 
daselbst Statt findende Acceleration 
= P der Fliehkraft nach (1) : 

(1) Pz=F^=F.eoAff. 

Da P in der Verlängerung des 
Radius AB^ also nicht der Schwer- 
kraflsrichtung AC entgegengesetzt 
wirkt, so muß, für den Zweck eines 
Vergleiches, erstere {P) in zwei Sei- 
tenkräfte zerlegt werden, wovon die 
eine normal zum Erdradius gerichtet ist,' die andere in der Verlän- 
gerung desselben liegt. Stellt man daher P durch AE dar, so sind 
AG und AF die gedachten Seitenkräfle, woton aber nur die erstere 
in Rechnung zu bringen sein wird, da letztere keinen Einfluß «uf 
die Schwerkraft ausüben kann, Tielmehr der körperlichen Masse nur 
ein Bestreben erlheil t, sich am Aequator aufzuhäufen. 

Es ist aber AG == AE cos <p = /^cos (p , daher wegen (1) : 

(3) i4ö=Fcos<p«. 
Bezeichnet sonach G die Acceleration der Schwerkraft an den 
Polen nnd ff di^eselbe Acceleration in der Breite =<p, so erhält 
man: G' = G — Fund g = G — Fcos<p2, so wie hieraus, indem man 
die erste Gleichung Yon der zweiten abzieht: 

^_(?'.äF(1 — cos(p«) = F8in<p*, d. i. 
^=G'-\'Fsin(^^, oder wenn man für F. den Werth 
aus (2) substituirt : - 

Wegen Abweichung der Erde ron der, bis jetzt vorausgesetzten, 

Kugelgestalt ist nach Schmidt***) statt des Bruches KggQ- der Werth 
0,0051974 zu setzen, weshalb dann folgt: 



»♦♦ 



*) Navier a. a. 0. §. 208 und Poisson §.141. 

*) Lehrbuch der mathematischen und physischen Geographie. 

Theil 2. §. 107. 
) a. a. 0. Zweiter Theil §. 107. 



Göttingen 1830. 
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y ==<?'( l + 0,0051974 . sio ^«) ; 
oder wenn man bekannter Maßen sin (p' = ^ — -j cos 2<p setzt» 
(5) g=6' (1,0025987 — 0,0025987 cos 2q)). 

Bezeichnet man mit G-i die Acceleralion der Schwerkraft unter 
der Breite von 45«, so wird aus (5) ^*= 1,0025987 . C , d. i. wegen 
(r'=9™,78061: ^ = 9m,80604. Benutzt man diese Werlhe um G* 
aus (5) zu entfernen, so erhält man zuletzt: 

(6) ^ = 9,80604(1— 0,002592 cos 2<p). 

Bringt man hier endlich noch die Gorrection wegen der Erhe- 
bung ==A über der Erdoberfläche an, d. h. multiplicirt (6) nach 

Seite 16 (S* 14) mit 1 . 1 oder genau genug mit I 1 1 ' 

80 ergiebt sich: 

ff = 9,80604 (1 — 0,002592 . cos 2(p) ( 1 — 7 ) , 

wie bereits Seile 17 angegeben wurde. 

Beispiel 1 . Ein Eisenbahnwagen, dessen Masse M ist, bewegt sich in einer Corre 
von 80* Halbmesser mit der Gesciiwfaidigkeit von 20" pr. See. oder circa 40 engl. 
Heilen pr. Stunde**), man soll angeben, db hierbei das statische Moment der Cen- 
Irifugalkraft das der ScbwerJiraft übertrifiTt ode* nicht (beide Momente auf die äußere 
Bahuschiene bezogen) und somit erstere ICraft den Wagen nicht aus den Schienen 
2tt treiben' vermag. Die Spurweite der Bahn sei 1",4125 (=4'8-J'' engl), der 
SehwerpmiktSBbstand des mit Personen besetzten Wagens von der Schienenoberfläche 

=» l-,323 ? 

202 
Anrufung. Die Größe der Gentriftigalkraft ist =^ ^ . JT =3 6 XT, das be- 
merkte statische Moment derselben: 5. 1,323 . if == 6,615 . Af . Das statische Moment 
a«s Wagengew'ichtes aber: ~— .flf =0,7062.9,81 vilfT==i6.P27. M,. irofans daim 
folgt, daß das bemerkte Heraustreiben noch nicht (aber beinahe) erfolgen wird. 

Beispiel 2. Wie tgroß müßte die Periphenegescbwindigfceit dfer Erde am Ae- 
qualor sein, wenn daselbst die Centn f«gaikraÄ mit der Schwerkraft im Gleichgewicht 
sieben sollte, die Körper also von der Erde nicht angezogen würden? 

Auflösung. Offenbar muß hierzu, in Besag auf .die Gleichuqg- II. §.60» 

FrrrTTsei», wörain •= ^2^, d. i. weil hier jf r= 8", 781, r «= 6360198 i^l, 
r = 7881",9 folgt 

Da nun die eigentliche Geschwindigkeit eines Punktes am Aequator ... 

= 1^^ = 464-,23 beträgt, so müßte sich die Erde mit einer -^^»^^MTS, 

d. i. circa 17 maf größeren .Geschwindigkeit bewegen, als dies wirklich geschieht, 
wenn die bemerkte Erscheinung eintreten sollte. 



2h 
•) Es ist nämlich r2 ; f« -f 2^ -j- *2 == 1 ~ — ... 

**) 1 englische Heile = 1609",32 = 1,60932 Kilometer. 
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Siebentes Kapitel. 

Stoß fester Körper. 

$.62. 

Trifft ein bewegter Körper auf einen ebenfalls in Bewegung 
begriffenen oder auf einen cubenden Körper, so wird er offen- 
bar gestört, seine Bewegung frei fortzusetzen und demzu- 
folge gegen den als Hinderniß auftretenden zweiten Körper, 
während eines sehr kleinen Zeitabschnittes, Drücke ausüben, 
die in den zweiten Körper selbst Gegendrücke hervorrufen, wo- 
durch entweder (respectlve) die Bewegung beider oder die des 
einen Aenderungen erfahrt. Diese Wechselwirkung beider Kör- 
per auf einander nennt man den Stoß derselben*). Bevor wir 
jedoch diese bemerkten Veränderungen kennen zu lernen su- 
chen, wird es nothwendig, die mannigfachen Umstände zu er- 
wägen, unter, welchen' sieb ein Stoß ereignen kann. 

Geht die Richtgng, nach welcher sich der Schwerpunkt des 
einen Körpers bewegt, auch durch den Schwerpunkt des andern, 
so heißt der Stoß ein centraler, sonst ein excentrischer. 
Steht femer die Ebene, in welcher sich die Körper im Augen- 
blicke des Stoßes berühren, rechtwinklig auf der Richtung, nach 
welcher sich beide Körper beweged; so heißt der Stoß ein g^e- 
rader, sonst ein scbiefer. 

Da außerdem die physische Beschaffenheit der Körper auf 
die Wirkung, welche der Stoß erzeugt, von ganz besonderem 
Einflüsse sein muß, so hat man auch die bereits §. 101 der 
Geostatik bemerkte Unterscheidung der Körper in elastische 
und unelastische zu beachten. In dieser Beziehung lehren 
Beobachtungen und Versuche, daß, wenn die Körper nicht ab- 
sei ut hart sind, beim vorgedachten Zusammentreffen, vermöge 
des Bestrebens in einander einzudringen, an den BerUhrungsstellen 
gegenseitige Eindrücke ihrer Oberflächen entstehen **), die so weit 
gelrieben werden, bis die Cobäsionswiderstände, und^somit die Ge- 
schwindigkeiten beider einander gleich geworden sind. Ist letzte- 
rer Zustand eingetreten, so hören die wechselseitigen Druckeinwir- 
kungen auf, sobald die Körper (vollkommen) une lastisch sind, 
und l>eide bewegen sich, gleichsam als ein Ganzes, mit dersel- 
ben Geschwindigkeit fort ; sind aber die Körper (vollkommen) 



'*} Nach den Seite il Zusatz 2 gemachten Bemerkungen könnte man auch sagen: 
,,ein Stoß ist ein sehr (heftiger) großer Druck, der innerhalb sehr kurzer Zeit 
wirkt, wenn sich zwei (oder mehrere) Körper so begegnen, daß eine Acnde- 
ruog in ihrem Zustande erfolgen muß.'* 

**) Ueber derartige YersHebe sehe man Brewor's ,, Lehrbuch der Mechanik.** Düs- 
seldorf 183B. 2ter Theil §. 101, ein überhaupt sehr cmpfchlenswerthes Werk. 
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elastisch, so bestreben sich die zusammengedrückten Theile 
der Oberflächen, ihre ursprüngliche Form wieder anzunehmen, 
die wechselseitigen DrucHeinwirkungen wiederholen sich, bis der 
Zustand der Körper vor dem Stoße hergesteUt ist, worauf beide 
Körper ihre Bewegung mit verschiedenen Geschwindigkeiten fort- 
setzen. 

Obwohl es nun in der Wirklichkeit weder vollkommen ela- 
stische noch vollkommen unelastische Körper giebt , so wird 
dennoch diese Unterscheidung bei Aufstellung der Theorie des 
Stoßes beibehalten, und die sich ergebenden Sätze unter ent^ 
sprechenden Modificationen auf die Naturkörper angewandt^). 

Wir unterscheiden in dem Folgenden noch Stoß bei fort- 
schreitender Bewegung und Stoß bei Drehbewe- 
gung um feste Axen.. 

I. Stoß bei fortschreitender Bewegung. 
Gerader centraler Stoß unelastischer Körper. 

S- 63. 

Wie klein auch die Zeitdauer eines Stoßes sein mag, immer- 
hin wollen wir uns solche als noch meßbar und als selbst wie- 

t 
der theübar vorstellen. Es sei t diese Zeit und — =t ein uu-^ 

n 

endlich kleiner Theil derselben. .In jedem dieser Zeittheilchen x 
dürfen wir uns die Wechselwirkungen der Körper auf einander, 
als zwar an Größe verschieden, -aber dennoch als constante- 
Kräfte denken. 

Bewegen sich nun zwei Körper, deren Massen M und tti 
nach gleichen Richtungen mit den respectiven Geschwin- 
digkeiten V und r, wobei V^ v , und treffen sie sich endlich 
gerade und central, so werden die bemerkten constanten Kräfte, 
die wir mit p^^ p^y p^,,.pn bezeichnen wollen, die Geschwin- 
digkeit des stoßenden Körpers [M) vermindern, dagegen die des 
gestoßenen [m) vermehren. Da nun eine in M hervorgerufene 
Kraft pi der Masse m nach der Zeit t, zufolge Seite 38, eine 



Geschwindigkeit von m zu : 



Geschwindigkeitszunahme zssz l-^x ertheilt, so erhält man die 

m 



*) Die ganze Schwierigkeit^ die bemeriite Frage anders zu behandeln, besteht ei- 
gentlich darin, daß es bis auf den heutigen Tag, immer noch an einem hierzu 
tauglichen Maße des größeren oder geringeren Grades der Elastizität der Kör- 
per fehlt. 
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r + ~ T nach der Zeit t 
m 

r -4- ?l T 4- — T nach der Zeit 2t 
mm 

etc. etc. etc. 

r + — T+ £^T.,.. — T nach der Zeit «T = /. 
mm m 

Daher man erhält, w^nflT n die Gesch-windigkeit von m nsknU 
Beendigung des StoBes bezeichnet : < 

• (1) „=^ + lM./ 

m 
Anf demselben Wege ergiebt sich für die Geschwindigkeit 
:=;=U der Masse M nach' dem StaBe: 

■- (2) U=V-^.t. 

M 

(1) und (2) lassen sich umformen) in: 

. ^ mu = tnv -j- £ {p) /, 
woraus durch Addition folgt: 

(3) MU^mu=^MV-\-mv. 

Bewegen sich die Körper unter sonst gleichen Umständen 
gegen einander, so hat man — v statt p in (3) zu schreiben, 
so daB man allgemein setzen kann: 

I. MU-j'mu = MV±mv. 

Die Summe der Bewegungsgrößen beider Kör- 
per ist also vor und nach dem Stoße dieselbe. 

In. dem vorausgesetzten Falle, wo die Körper unelastisch 
sind, ist U=^u, weshalb aus I folgt: 

MV±mv* )_ QV±gv 

' M^m ~ Q^q ' 

wobei ^ und q die Gewichte der respectfven Massen M und 
m bezeichnen. 

Ist endlich r==0, so ergiebt sich: 

Tir ^^ Q^ 

M-f-m Q-rg 

Zusatz 1. Gewinn und Verlust an Ge»chwindig* 
keit der respectiTeo Massen m und M lassen sich nunmehr mit 
Hülfe von II bestimmt augebeu und zwar 



*) Diese Gleichung ist genao die bereits Seite 64 unter ganz anderen Voraus- 
setzungen gefundene. 
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für 






M-\'m M-^m 



M-\-fn M-^m 

Malliplicirt man die erslere Gleicbun|; mit m, die letzlere mit 
Mf so erhält man für beide Fälle: 

Mm{r±v) 

M+m ' ^- **• 
eben so Tiel BewegoogsgröBe als der stoßende Körper verliert, 
gewinnt der gestoßene, woraus zugleich eine Bestätigung des Ge- 
setzes der Gleichbeit Ton AVlrkiing und Gegenwirkung berTorgeht. 

^ Zusatz 2. Verlust an mechanischer Arbeit, welcher 
durch den Stoß der Körper erzeugt wird, oder was dasselbe ist, die 
Größe der mechanischen Arbeit, welche 2ar Zusammendruckung der 
Oberflächen etc verwendet werden muß, ergiebt sich nach Carnol*8 
Satze und dem Vorstehenden zu : ^ ' 

nach gehöriger Reductioo ; zu : 

Beispiel 1. Zwei Dampfwagen vom Gewichte 24000 KU. und 14000 Kil. 
bewegen sick auf demselben Dshngleise mit dea respectiven Gescbwindigkeiten 
12" und 16", man soU angebep, welche mechanische Arbeit bei einem Zusammenstoße 
derselben auf das Verbiegen und Zertrümmern der Mascbinentheile verwandt wird, 
erstens, wenn sie sich hinter einander und iweitens, weim sie sich gegen «in^ 
ander bewegen? 

Aufl. Uit Hälfe lY. ergiebt sich im ersten Falle: 
240Q0.1&0Ga6-^12 )» 

^ 2.9,81 .(240004 14000) ~ ''^^'^ »' ' 

im Eweiten Falle: 

^^ 24000. 14000 C16 + 12)> ^ 

2 . 9,81 C24000 + 14000) ■ ' 

Beispiel 2. Wie groß ist die mechanische Arbelt, welche von einem gleich- 
schenkligen Keile in der Richtung- normal auf dessen Seitenflächen geleistet werden 
ll«AB, sobald gegen den Kopf desselben ein Gewicht W mi( einer Qeschwindlglieit V 
gerade und central stoßt, das Gewicht des Keiles = Q , der Winkel an seiner Spitze 
= 2y ist, der Reibungscoeflicient f=tg<p gesetzt wird, alle übrigen Bezeichnnngen 
aber so wie im Artikel „Keil** $. 99 der Geostatik genommen werden ? 

Aufl. Ans IV. des gedachten Paragraphen der Geostatik ergiebt sich hiernach 
zuerst : 

P=2»ÜIÜ«±S>. 

coscp 
Ist nun m der Weg, welchen der Angriffiipiinkt von N sttfbige des5t«ßes zvrück- ' 

legt, so ist der gleichzeitige Weg von P.-?^, fSolgllch die entsprechende mechani- 
sche Arbeit von P, die wir mit L bczelchhen wollen: 

sin y cos <f 
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Ff 
Vor dem Stoße wohnte dem Gewichte W die mechanische Arbeit inne : * — V^. 

9 
Darch den StoB f^ing an mechanischer Arbeit, wenn wir }V und Q als unelastisch 

voranssetzea, verloren: •- r^^*' folglich beträgt die wirksame Arbeit ^= L cum 

W ^ \ QW 
Eintreiben des Keiles: L — \— n — iirimD P d. i. 

g ^g {i-\-W 

1 If2 

Sonnach «ns (1) and C2) 

_ 1 lygy» sin 7 cos (p 



Gerader centraler Stoß elastischer Körper. 

S. 64. 

äad die Körper elatitscb, d. h* steilen die ausammenge- 
drückten Theile' der respectiven Oberflächen, ihre ursprüngliche 
Form, während sich die Körper gegen einander stützen, mehr 
oder weniger vollständig wieder her, so wird l)ei der deshalb 
erfolgenden Ausdehnung der gedachten Theüe, wenn man die 
vorherigen Bezeichnungen beibehält, die Geschwindigkeit von M 
noch um eine Größe e[u'^v) vermindert, dagegen , die von m 
um eine Größe e ( V — ff) vermehrt, wenn überdies e eine Zahl 
ist, wdche den Grad (das Maß) der Elasticität ausdrückt und 
daher = 1 sein wird für vollkommen elastische Körper und = 
für unelastische Körper.*] 

Bezeichnet man daher mit C und c die Geschwindigkeiten 
nach dem Stoße, so folgt ohne Weiteres 

für die Geschw. von M: C= F— (1 +«) (F-^f/); 

Wie vorher. sind auch hier die oberen Zeichen zu* nehmen; 
sobald sich die Körper von dem Stoße hinter einander, dage- 
gen die unteren, sobald sie sich gegen einander bewegten. 

Slibstituirt man überdies den §. 63. II. für u gefundenen 
Wertb, so ergiebt sich leicht: 

— ' M-Ym 



'} Wie schon bemerkt muß man bedauern, daß es bis jetzt immer noch uicIH 
gelungen ist e durch bestimmte Zahlenwerthe auszudrücken. 
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Daher ferner für vollkommen elastische Körper, wegen 
ß =x 1 , nach gehöriger Reduktion : 

• ^_: V(M-m)±7mv . 

"*• *-— mT^ ' 

,v ±t>lm-JU)-\-2MV 

Befand sich der gestoßene Körper im Zustande der Ruhe, 
d. h. war i? = , so ist : 

V. C=^=^.V; VI. e=-^. 

Aus den Gleichungen IH bis VI lassen sich mehrere interes- 
sante Folgerungen entnehmen, wenn man M=^m , MV^=inv etc. 
setzt 

Z US atz 1. Um ferner wenigstens einen Fall zu betrachten, wenn 
sich mehr als zwei elaslische Körper stoßen, wollen wir annehmen, 
daß gegen zwei ruhende Töllig elastische Körper A und B^ 
deren Schwerpuakte in derselben, zugleich auf der Beruhrangsebene 
beider senkrecht stehenden, geraden Linie liegen, ein dritter Körper 
C, so stößt, daß er B gerade in Yorgedachier Linie trifft. Die Mas- 
sen der drei Körper A^ B und C mögen respectire M^^ M% und Mz 
sein. Ist nun v die Geschwindigkeit, welche C Yor dem Stoße be- 
sitzt, so ergiebt sich die GescWindigkeit =z des gestoßenen Kör- 
pers nach dem 'Stoße: 

■___ 2M^v 

'^-M^ + M^'' 
so wie die Geschwindigkeit Yon =y des 'stoßenden Körpers C: 

y~ ifcfi + iW, • 
Es stößt aber sodann B gegen Aj weshalb die Geschwindigkeit 
ton A nach dem Stoße, die wir mit Zi bezeichnen wollen, Ist : 

so wie die Geschwindigkeit Yon B nach dem Stoße, wenn wir diese 
mit jfi bezeichnen : . 

Für den Fall, daß alle Massen gleich groß sind, ergiebt sich 

y=yi = o, 

z== j5i = t?; d. h. 
die beideO ersten Körper C und B bleiben in Ruhe und der letzte 
A geht mit der Geschwindigkeit fort, womit € gegen B stieß. 

Hiernach ^dürfte es nicht schwer sein, dieselben Betrachtungen 
auf jede beliebige Zahl Yon Körpern anzustelien. 

Zusatz 2. Untersuchen wir jetzt noch, ob beim Stoß zweier 
^ elastischer Körper ein Verlust an mechanischer Arbeit eintritt, wozu 
wir zunächst Yoraussetzen wollen, daß die Körper Yollkommen ela- 
stisch sind- ' 
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Vor dem Stoße wohnten denselben die mechanischen Arbeiten 
inne: \MV* and \mv^. Nach dem SloBe ist aber die Geschwin- 
digkeit Ton 3f; C=2ii — F, so wie von m;2«+f?, daher, wenn 
man den bemerkten Arbeitsyerlust mit L bezeichnet sein muß: 

I = A3rr«+|mü« — j.jjf(2tt— F)« — iw(2M+t?)«; oder nach 
entsprechender Reductron : 

L=2u[MV±mV'-{M+m)u]. ^ 
Der Ausdruck in der Parenthese ist aber nichts Anderes als 
der auf Null reduzirte Werlh tou u $. 63t II, weshalb man erhält: 

L = 2fi.0==0; 
d. h. beim Stoße Tollkomroen elastischer Körper findet 
gar kein Verlust an mechanischer Arbeit statt. 

Auf ähnlichem Wege wurde man für unyöllkommen elastische 
Körper erhalten: 

^- 2(if+in) 

$. 65. 

Um noch eine technisch wichtige Anwendung vom geraden 
centralen Stoße fester Körper zu machen, wollen wir das Ein- 
rammen der Pfähle in Erdmassen, Sand etc. mit Hülfe der so- 
genannten Rammmaschine einer besonderen Betrachtung unter- 
werfen. 

Hierzu wird vor Allem nöthig, die Beschaffenheit des Wi- 
derstandes (des Bodens), so . wie zu untersuchen, ob die sich 
stoßenden Körper, nämlich der Rammklotz (Bär, Hoyer)- und der 
Pfahl als elastische oder unelastische Körper zu betrachten 
sind *). 

Was den Widerstand betrifft, so kann man (annäherungs- 
weise) annehmen, daß derselbe wie eine constant verzögernde 
Kraft gegen den eindringenden Pfahl wirkt Denn wenn auch 
durch die zunehmende Menge der .Bodenschichten dieser Wider- 
stand, streng genommen veränderlich ist» so wird dies doch, wa- 
gen der geringen Tiefe, um welche der Pfahl nach jedem Schlage 
des Bares eindringt, zu vernachlässigen sein. In Bezug auf die 
physische Beschaffenheit der sieh stoßenden Körper kann zwar, 
der Erfahrung zufolge, eine gewisse Elasticität von Pfahl und 
Bär nicht geläugnet werden, allein da diese nur sehr gering, 
also die Zahl e in den Formeln $. 64 von Null nicht sehr 
verschieden sein kann, so Wolfen wir den Pfahl als eine unela- 
stische Masse betrachten, jedoch, um der Wahrheit nahe zu kom- 
men, dabei annehmen, daß sich derselbe nach erhaltenem* Stoße 
unabhängig und getrennt vom Bär zu bewegen beginnt. 



*) In Betreff einer strengeren AulTas^ung dieses Gegenslandes sehe «an den hier 
nachfolgenden Zusatz. 

Rühlmann's Geodynamik. 8 
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Hieroach sei nun das Gewicht des Bares s=sP, das des 
Pfahls ^^Qf die senkrechte Höhe, von welcher ersterer herab- 
flUlt =s h und die Größe des Widerstandes = R. 

Vom Luftwiderstande abges^en, stößt sodann der Bär mit 
einer Geschwindigkeit =c gegen den Pfahl, fUr welche man 
nach VI. $. 14 hat: 

c=V2gh, 

Augenblicklich nach dem Stoße wird die Geschwindigkeit von 
Pfahl und Bär nach III. $. 63 sein, wenn man diese mit v be- 
zeichnet : 

^^> P^q~ P-fQ 

Da aber angenommen ist, daß der Bär nach dem Auftref- 
fen wieder zurückspringt, der Pfahl also seine Bewegung allein 
fortsetzt, so wird ftlr die constant verzögernde Kraft oder die 
Ueberwucht =18! — Q gesetzt werden können, weßfaalb nach 
III. Seite 39 die Acceleratlon G folgt, zu: 

Bezeichnet man nun den Weg, welcher vom Pfahle bei 
seinem Eindringen in das Erdreich gleichförmig verzögernd zu- 
rückgelegt wird, mit 8, so erhält man nach V. Seite 40: 

%g[R-qV 
hieraus aber, wenn man zugleich für v den Werth aus (i) setzt: 

jt Q^ h P'Q 

Eben so groß, wie dieser Werth, muß aber auch die Last 
sein, welche man auf den Pfahl stellen kann, ohne daß er yon 
dieser tiefer eingedrückt wird. Setzt man daher die Belastung 
= W, so folgt : 

Der Sicherheit wegen nimmt man bei praktischen Anwen- 
dungen den berechneten Werth für W nur zum fünften oder 
sechsten TheUe, unter höchst ungünstigen Umständen nur zum 

zehnten Theüe. Wir bezeichnen . genannten theile allgemein mit 

1 

— , so daß erhalten wird: 

, w- ^^'g ■ 



I 
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oder, wenn 8 bestimmt werden soll: 

hP^Q 



If. 8 = 



la dem Vorstehenden ist s die Tiefe, um welche der Pfahl 
nach einem Schlage eindringt; weil aber in der Praxis gewöhn- 
lich eine bestimmte Zahl von Schlägen gegeben wird, ohne zu 
pausiren (welche Zahl man »eine Hitze(( nennt), so bezeichne 
N diese Zahl, so wie S die nach einer solchen Hitze bewirkte 

Tiefe des Eindringens. Dann muß aber 8 = — sein und aus 

1. und II. folgen, wenn dieser Werth für «^gesetzt wird: 

NhP^ .0 
III w==~———^—. 

■ ^~ mW(P+q)^' 

Zusatz. Wenn die im Vorstehenden enthaltene Theorie unter 
allen Umständen brauchbare Resultate liefern sollte, so hätten wir 
Yor Allem darauf Rücksicht nehmen sollen, ob die Bodenart, in 
welche der Pfahl eingerammt werden soll, eine gewisse Zähigkeit 
besitzt, wie z. El manche Sorten yon nassem Thone, oder ob ihr eine 
solche Eigenschaft maogeli, wie dies z. B. bei reinem Sande der Fall 
ist. Besitzt der Boden eine entsprechende Zähigkeit ^ so zeigen 
neuere Versuche, daß sich zwar der Pfahl bei jedem Schlage mit 
der ihm zunächst umgebenden Bodenmasse sichtbar senkt, allein 
^uch unmittelbar darauf wieder gehoben wird und zuweilen gar nicht 
einzurammen ist*). Hierin liegt jedenfalU der vorzüglichste Grund, 
weshalb die rorstehende Formel lür die Tragfähigkeit eines Pfahles 
recht eigentlich nur dann brauchbar zu sein scheint, wenn der Bo- 
den aus reinem Sande besteht, daß sie aber in allen andern 
Fällen eine mehr oder weniger zu große 'Tragfähigkeit^ des Bo- 
dens angiebt. 

Ueberdies ist noch zu bemerken, daß wir bei unseren Entwicke- 
lungen von der Arbeit abgesehen haben, welche zum Zusammen- 
drucken der s'ich stoßenden Stellen tou Pfahl und Bär aufgewandt 
werden muß, wodurch offenbar die Nutzwirkung des Stoßes gegen 
den Pfahl vermindert wird **). 

Ein Ausdruck für die Tragfähigkeit eines Pfahles mit Beach* 
tung der gedachten Zähigkeit des Bodens dürfte seiner Form ünth 
mit dem übereinstimmen, welcher sich ergiebt, wenn man die Tiefe 
berechnen will, zu welcher ein Nagel zufolge eines gegen seinen 
Kopf geführten Hammerschlages in irgend eine Substanz eindringt. 
Der in diesem Falle auftretende Totalwiderstand besteht erstens aus 
einem constanten Widerstände, der an der Spitze des Nagels 'zn 
überwinden ist, und zweitens aus einem Widerstände der mit dem Wege 



') Hagen, Handbuch der Wasserbaukunst. Tb. 1. S. 576. 
**) Ueber diesen Gegenstand sebe man : Moseley, die mecb. PHnzipien der Inge- 
nieorkunst etc. $. 446. u. ferner. 

8» 
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veränderlich ist, und welcher von der Reibung iwischen Nagel und 
der umgebenden Substanz, so wie von der Cohäsion der letztem ge- 
bildet wird. 

Bezeichnen wir den Weg, welchen ein Nagel beim Eintreiben 
nach irgend einer Zeit zurücklegt mit x, so wird der gedachte To- 
talwiderstand unter der Form Ä-\-Bx darzustellen sein. Sodann 
ergiebt sich für die Arbeit, welche aufzuwenden ist, um den Nagel 

s 

bis zur Tiefe s einzutreiben, wenn überdies 5 = — einen sehr klei- 

n 

nen Theil von s bezeichnet, der Ausdruck : 

i:b{A + Ba;); 
oder wenn man die angedeutete Summation ausführt, indem man 
statt 07 auf einander- folgend 8, 28, 38... substitnirt und endlich 
wieder nb = s setzt : 

(1) As+\Bs*. 

Behalten wir die Bezeichnungen des gegenwärtigen Paragraphen 

bei, und betrachten Nagel und Hammer als unelastische Körper, so 

läßt sich die durch den Schlag (Stoß) des Hammers entwickelte, 

wirksame Arbeit folgendermaßen finden. Die dem (freien) Hammer 

P 
vor dem Stoße innewohnende mech. Arbeit beträgt : 7 '^ c*, die aber, 

1 PO 
welche durch den Stoß verloren geht, nach §. 63, IV: o^pZÜTT^* 

folglich verbiet für die Arbeit ram Eiiitreiben des Nagels 

P 1 PO P^ <ß 

\ —• c« — K- p\Q c* = p I Q 9^ , ein Werth, welcher dem unter 

(1) gefundenen öflTehbar gleich sein muß, wesh-alb sich ergiebt: 

pi c* c* 

i4^ + |j?5«=^ p^^ ^, oder weil^ = Ä, 

/** 

Wollte man diesen Ausdruck, statt s zu berechnen, zur Berech- 
nung der Tragfähigkeit ein9s eingerammten Pfahles benutzen, so 
mußte derselbe auf A rcduzirt werden, wobei sieh ergäbe: 

P» h^ 
^ — pj^Q' g — ißs. 

Für B= Ot ergiebt sich derselbe Werth für die Tragfähigkeit 
A = W), den wir hei der vorigen Enlwickelung statt I. gefunden ha- 
en wurden, hätten wir nicht vorai|sgesetzt, daß sich der Bär 
nach VollfüJhrung des Stoßes vom Pfahle trennte. 

Beispiel. Bei einem Gebäode, welches auf in Sandboden gerammte Pfähle 
gesetzt werden soll, ist die Belastung eines jeden Pfahles zu 2000 KH. berechnet 
worden.. Wenn nun das Gewicht des Bares zu 600 Kil. *), die Fallhöhe zu 1",5 und 
das Gewicht eines Pfahles zu 500 Kil. angenommen wird ; wie tief dürfen sodann 



t 



*) Für den Fall, daß in trockenem Sande eingerammt wird, scheint es mit der 
Erfahrung zu stimmen , was Lambert zuerst nachwies^ daß das Gewicht 
jdes Bares gleich dem Gewichte des Pfahles genommen werden müsse. Hit 
großer Klarheit behandelt diesen Gegenstand fde in seinem ,|System der 
Mechanik'*, Berlin 1802. Zweiter Theil §. 181. 
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die PfSUe nach der letzten Hitze ven 2Ö Sciiligen noch eindringen, damit der Wi- 
derstand sechsmal so gro0 werde, ab die Belastung auf Jedem ""Pfahle? 

Aufl. Hier ist in Bezug auf lY. 9f= 20000, P = 600, = 500, A=«l,5, 
N = 2b, m = 6, sonach: 

,_ 25. 1,5. (600)«. 500 ^ ^,, 
6.20000.(1100)» — "^'""- 

Centraler schiefer Stoß. 

$• 66. 
Zur Beurthettung des Erfolges eines centralen schiefen 
Stoßes denken wir ans einen der einfachsten Fälle, nämlich 
zwei homogene, unelastische Kugeln A und B Fig. 42, deren 

Fig. 42. Schwerpunkte sich nach den 

: Richtungen AD und BE mit 

^j den respecliven Gßschwin- 

J^^-=^^\ /^ ^^ digkeiten V,v bewegen, und 

Y ^/ \ welche sich endlich in einem 

X'-jS-^ß- -j-C ^A„._.. ..j Punkte C treffen, wobei die 

\. J die Gerade ACB normal auf \ 

\^^ J\^ . der Berührungsebene hh 
\y steht. 

^ Sind nun a und ß die 

Winkel, welche die respecti- 
ven Bewegungsrichtungen vor 
dem Stoße mit der Centrallinie bilden, so erhält man durch ent- 
sprechende Zerlegung: 

(1) Fsin a und t? sin ß , 

fUr die Sißitengeschwindigkeiten parallel zur Berührungsebene Zr/Ür, 
welche offenbar durch den Stoß nicht verändert werden, sobald 
wir von der dabei etwa Statt findenden Reibung absehen. 

Dagegen erhält man für die Seitengeschwindigkeiten in der 
Richtung der Centrallinie : 

(2) F^cos a und v cos ß. 

welche allein durch den Stoß eine Veräüderung erfahren. 

Hiernach ist es aber leicht Geschwindigkeit und Bewegungs- 
richtung beider Körper nach dem Stoße zu finden, wozu wir 
noch die Masse von A mit M, die von B mit m -beaeichneii, 
auch überdies annehmen wollen, daß MV^nw \^> 

Zuerst ergiebt sich nach %, 63, JI die genieinschiaftliche 
Geschwindigkeit = u beider Massen in der Richtung AB nach 
dem Stoße, zu: 

jlf Kcos a — iitr cos 8 

Jlf+m 
Sodann findet man, wenn u mit den Geschwindigkeiten un- 
ter (1) gehörig zusammengesetzt wird, als resultirende Ge- 
schwindigkeiten nach dem Stoße : 
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dir die Masse M:x= V u^ + F* sin ^ g ; 
- - - fn:p= Vw*4-t?*sin ^ ß; 
endlich venn q) und t|> die Winkel bezeichnen, welche die re- 
specüven Richtungen von j? und p mit der Gentrallinie bilden : 

F'sin a ^ , t? sin a 



u 



u 



Fig. 43. 




Zusatz. Belrachten wir noch den Fall, daß eine gleich dichte 

Kugel in der Richtung ilß Fig. 43 
gegen eine unbewegliche feste 
Ebene CD schief und central 
stößt. 

Drückt man die Geschwindig- 
keit der Kugel yor dem Stoße 
durch die iii^ der Verlängerung 
von AB liegende BE aus, so läßt 
sich letztere in die Seitenge- 
schwindigkeiten BF und BG zer- 
legen, woTon BF mit der Ebene 
CD zusammenfällt, BG aber recht-^ 
« winklig auf derselben steht. 

Ist sodann die Kugel elastisch, 
so wird die Festigkeit der Ebene die Geschwindigkeit BG yöllig 
Ternichten*), BG aber der Kugel als Geschwindigkeit yerbleiben, 
mit welcher sie sich nach dem Stoße in der Richtung BD längs der 
Ebene fortbewegen wird. 

Sind aber Kugel und Ebene yollkommen elastisch, so wird zwar 
in der einen Hälfte der Stoßperiode BG aufgehoben, in der anderen 
Hälfte dagegen eine Geschwindigkeit in genau, entgegengesetzter 
Richtung erzeugt, die nach dem Früheren wieder gleich BG sein 
muß.**) Macht man deshalb BH = BG und construirt das Paralle- 
logramm HF, so stellt die Diagonale B/ desselben Richtung und Ge- 
schwindigkeit dar, . in und mit welcher die Kugel nach dem Stoße 
fortgeht. Dabei läßt: sich noch zeigen, daß £ABC^ /DBI ist, w<»- 
yon ersterer der Aufschlags- oder Einfallswinkel, letzterer der Zu- 
rückwerfuogs- oder Abprallungs-(Reflexions-)winkel genannt wird. 
Ueberhaupt ergiebt sich aber der Satz : 

Stößt eine yollkommen elastische Kugel schief 
und «Central gegen eine ebenfalls yollkommen elasti- 
sche uavemäckbare Ebene, so Ist der Einfallswinkel 
dem Zur ückwerfungswinkel gleich. 

Beim Stoße der Kugel gegen, eine krumme Flüche KL müsste 



*) Dasselbe ergiebt sich auch aus , der Gleichung III. §. 63, wenn man daselbst 
B<?= F und m = 00 = ^ setzt, indem sodann folgt: 

^ -n 

'*) Man erhält nämlich aus V. J. 64, wenn wieder m=00 = ^ gesetzt wird: 



y 



r(Äf-i) 



M-\-i 



. = — r. 
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maii sich n dem BerähnmgspnBkte eine tangentiale Ebene vofstel* 
len, und dann das Vorhergehende darauf anwenden. 

Bei nicht vollkomnien elastischen Körpern fällt, unter sonat 
gleichen Umstanden, sowohl die Geschwindigkeit, womit die Kugel 
zurückgetrieben wird kleiner aus, als dies bei vollkommen elasti- 
schen Körpern der Fall ist, so wie auch der Abprallungswinkel von 
gwingerer Größe als der Aufschlagswiukel ist. 

Von Torstehenden Sätzen kann . man unter andern tnr Beur«- 
theilung Ton Ricochettschüssen entsprechenden Nutzen ziehen, und 
dadurch das über derartige Schüsse §. 19. Aufgabe 1 Gesagte yer-^ 
YoUständigen '). 

Excentdscber Stoß. 

S- 67. 
Eine einigermaßen allgemeine Behandlung des excentrischen 
Stoßes freier fester Körper überschreitet die in unserem Leit- 
faden gesteckten Grenzen» weshalb wir uns darauf beschränken 
müssen, den Erfolg eines excentrischen Stoßes in einem der 
einfachsten Fälle zu betrachten.**) 

jyy MM Hierzu sei Fig. 44 ein belieb!- 

^' ' ger freier Körper, dessen Schwer- 

punkt ^ und dessen Masse M 
J^'X ist, welcher von einer Kraft Pin 

\ irgend einem außerhalb äS liegen- 

!? j den Punkte A einen Stoß em- 

/ pfängt. Versetzen wir P nach 

y §. 29 der Geostatik parallel ihrer 

Richtung in den Schwerpunkt S, 
so erhält man eine im Schwer- 
punkte angreifende Einzelkraft 
= P, welche dem Körper eine fortschreitende Bewegung ertheilt, 
deren Geschwindigkeit =e nach II. Seite 37, 

P 

ist. 

Gleichzeitig bewirkt aber das durch gedachte Versetzung 

g^ebildete Kräflepaar, dessen Moment P, AS = P.a ist, eine 



*3 Cieschütakugela, welche, aof Erdl)OdeB treffeo, verlierea bei sehr spitzen oder 
kleinen Aufschlagwinkeln noch aus einer anderen Ursache verhältnißmäßig 
wenig von ihrer Creschwindigkeit, indem sie bei derartigen Winkeln nicht so 
tief in das Erdreich eindringen. Zu bemerken ist jedoch hferbei, daß solche 
Kugefai bei ihrem Aufschlagen auf den Boden noeb «inen Tfaeil ■ der mit der 
. Aufscblagsflächc. parallelen Cieschwindigkeit durch das Hingleiten und Ausfur- 
chen des Erdbodens verlieren Dieser letztere durch Reibung erzeugte Verlust 
bewirkt zugleich eioe drehende Bewegung der Kugel. Uebrigens erhalten 
Geschätzkugeln schon durch das Anschlagen und Fortgehen im IMkre eine dre- 
hwde Bewegung. 

'0 Ausfährlith behandelt diesen (iegenstand Poisson a. a. 0. §. 466. 
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Drehbewegung um S, deren Winkelgeschwindigkeit mittels des 
$.33 gefundenen Satzes (der sich auch als für Momentankräfte 
gititig darthun läßt) bestimmt werden kann. 

Sodann erhält man für die betreffende Winkelgeschwindigkeit 

=ärij: w = il.— --, oder, da hier P=vM ist und Jf= — 
y T g 

gesetzt werden kann, wenn K das Volumen des homoge- 

nen Körpers ausdrückt: (0:=~^, se wie ferner, wenn z den 

Drehungshalbmesser in Bezug auf die durch den Schwerpunkt iS» 
gehende und auf der Ebene der Bildfläche von Fig. 44 normal 
stehenden Axe bezeichnet, also T=^%^Kv&ij sich ergiebt: 

IL cj=— 1. 

Ist der Körper z. B. eine gleich dichte ^Kugel vom Halb* 

2 
messer =r, so erhält man, weil sodann nach jS. 48 «^ = -r^; 

5 av 

2 r* ' 

Bezeichnet V die Peripheriegeschwindigkeit der Kugel, so 
folgt letzterer Gleichung: 

Hieraus läßt sich unter andern auch berechnen, in welcher 
Entfernung von ihrem Schwerpunkte unsere Erde einen Stoß 
erhalten haben muß, um die doppelte Bewegung derselben, die 
fortschreitende Bewegung in ihrer Bahn um die Sonne und die 
Drehung um ihre eigene Axe, zu erzeugen. Mit Hülfe der ent- 
sprechenden Zahlenwerthe $. 64 (Zusatz) so wie «=: 30450"',*) 
erhält man auch, daß a ungefähr y^r gewesen sein müsse. . 

Zusatz. Wir benutzen diese Gelegenheit um anzuführen, daß 
sich in der höheren Mechanik, so wie es hier für den ganz beson* 
dem Fall einer excenlrisch wirkenden Stoßkraft geschehen ist, ganz 
allgemein folgender wichtiger Satz beweisen läßt: 

Wenn ein freier Körper oder irgend ein freies Sj-- 
stem von ganz beliebigen Kräften getrieben wird, 
so entsteht eine doppelte Bewegung; erstens bewegt 
sich der Schwerpunkt so, als wäre die ganze Masse in 
ihm concentrirl und als wirkten alle jene Kräfte^ ih- 
ren Richtungen parallel bloß auf diesen Punkt; zwei- 
tens findet eine Drehbewegung . um den Schwerpunkt 
Statt, als wenn dieser Punkt unbeweglich wäre. 






*) Geschw. in der Sonnennähe = 30960",5, in der Somienreme »29940*,4. 
(nach Delamber beredinet). Eine ^ograph. Heile ^ 7420« == 25,400 Fuß hannor . 
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IL Stoß zwischen Körpern, welche sich um feste 

Axen drehen. 



$• 68* 



mg, 45. 




Wir denken uns zur 
Ableitung der Gesetze 
vdm Stoße bei um feste 
Axen drehbaren Kör- 
pern, zwei unelastische 
Körper, deren Drehaxen 
A und B Fig. 45 recht- 
winklig auf der Ebe- 
ne des Papiere« ste- 
hen und unter einander 
parallel sind. Femer sei 
DD die Richtungslinie des Stoßes in einer Ebene befindlich, 
weiche beide Drehaxen normal schneidet und C der Berüh- 
rungspunkt, welcher in der durch A und B gehenden Ebene liegen 
mag. Die Richtungen der Kräfte, welche durch die Wechselwirkung 
beider Körper auf einander während des Stoßes hervorgerufen 
werden, denken wir uns als mit der Geraden DD zusammen- 
fallend. *) Außerdem nehmen wir an, daß sich beide Körper am 
Ende der größten Zusammendrückung (nahe zu) mit derselben 
Geschwindigkeit bewegen. 

Sodann bezeichnen wir die Winkelgeschwindigkeiten des 
stoßenden Körpers {A) und des gestoßenen (B) vor dem Stoße 
respective mit Qi und o)i, die Entfernungen AC und BC des 
Berührungpunktes von den Drehaxen mit R und £], so wie die 
aus A und B auf DD gefäUten Normalen mit a und Ui. 

Mit Zuziehung der Gleichung I. $. 35 ergiebt sich sodann, 
ganz auf demselben Wege, welcher §. 63 eingeschlagen wurde, 
wenn wir mit T und Ti die Trägheitsmomente bezogen auf die 
respectiven Axen A und B und mit Qq und (Oq die Winkelge- 
schwindigkeiten nach dem Stoße bezeichnen: 

Für den stoßenden Körper : 12o ^^^ £1] —- - ^ S (|i) t ; 



- - gestoßenen Körper: o)o = 0)i-|- 



y T, 



Denken wir uns den gestoßenen Körper vor dem Stoße im 
Zustande der Ruhe" und reduziren dann entsprechend, so folgt : 



*) Die hier gemachten Hypothesen können zwar nicht einer gans aligemeinen 
Anffassnng des fraglichen Gegenstandes entspreeben, gonügen aber ^n roei- 
iten Fällen der technischen Anwendung. 



/ 
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T T a 

2o-=ßi~-f2;(p)T, 

a a V 

Wo — = ^2:(«)t; 

«1 y 

so wie hieraus durch Addition : 

T T T 

(1) a„^4.„„iL=a.i.. 

Nach dem Obigen ist aber ßo^=^o0i* daher, wenn wir 
mit Hülfe dieser Gleichung (Oq aus (1) entfernen, aus (1) end- 
lich erhalten wird: 

und wenn a==:Rf ai = Ri ist : 

Letztere Gleichung läßt sich noch auf eine andere Form 
bringen. Bezeichnen nämlich M und Mi Massen, die, in den 
respectiven Entfernungen R und Ri angebracht, dieselben Träg- 
heitsmomente haben, wie die rotirend^i Körper in Bezug auf 

ihre Drehaxe, so ist offenbar - T=MR\^ Ti ^=^MiRx^ und 

9 9 

man erhält aus II: 

M 

III. fio ="i7-i — i¥~ • ßi *) » ferner : 

M-\-Mi ' 

IV. (Oo = ^=- fio • 

Zusatz. Verlust mechanischer Arbeit bei dem im Vorstehen- 
den betrachteten Stoße. 

Aus §. 32 ergiebt sich dieser Verlust = L, ohne Weiteres zu: 

oder wenn wieder — T = MR^ gesetzt wird, zu : 

(2) L=iitfÄ«{Öt«-.ßo*)- 
Um diesen Ausdruck für die Anwendung brauclibar zu macheo, 
führen wir die mittlere Winkelgeschwindigkeit = ß des. stoßenden 
Körpers ein, welche sich aus der Umdrehzahl pr. Minute = u des- 

2jtu 
selben zu ß = -^^ ergiebt, und nehmen an, daß 

Q. + Q, . 

S2 = n ist. 



*) Man beachte die bem«rkm»werthe Aehntichkeit dieser Gleicbuag mit der III. 
$• 63 gefundenen. 
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lüt Hälfe dieser Gleichung uod der im Vorstehendeo unter III 
gefundenen, erhält man sodann leicht: 

"* - 2 J»f + ^1 ' *»""2ilf + Jfi • 
" Substituirt man diese Werthe in (2) und reduzirt gehörig, so 
findet sich endlich: 

2MM^ 

Ist hier M^ g6geu M klein genug, so kann man setzen: 

VI. L = JJfiÄ»ß2. 

Erfolgen während einer Umdrehung des stoßenden Körpers (Ä) 
n Stöße, so ergiebt sich die pr. Secunde Terlorne mechanische Ar* 
heit = Z«i zu : 

Vff ^^ 

' Vll» L/i ^= Af\ • £j • 

Beispiel. Bei einem Sebwanzbammer soll man die pr. See. durch den StoB 
verloren gehende Arbeit angeben, wenn man weiß, daß die sagehörige Daumwelle 
pr. Minute 16 Umgänge macht und in einerlei Yertikalebene an der-selben 6 Hebe- 
daumen angebracht sind, ferner der mecbaniscbe Halbmesser der Daumwelle 0",ö7 
ist und nach den bekannten Sätzen Ton den Trägheitsmomenten Jlf=:1000, ifi = 80 
gefunden wurde. 



reDt 
.3,1416.16 



Auflösung. Zuerst ergiebt sich 

fi= 60 

sodann nach T und VIT. 

^ 6.16 2.1000.80 

^ ~ 60 ' 2000 + 80 
oder nach YI und YII : 

6. 16 



= 1,676, 



C0,ö7. 1.676)» =112-*,2. 



£i = 



60 



.80(0,67. 1,676)» = 116-»,2 



Fig. 46. 



Wenn sich nur einer der beiden stoßenden Kdrper um 
eine feste Axe dreht, während der andere Körpen ein völlig 
freier ist, hat man besonders nachstehende zwei Fälle zu unter- 
scheiden. 

Erstens. Wenn der inUm- 
drehung befindliche Kör- 
per gegen den ruhenden 
freien Körper stößt. 

Unter übrigens den vorigen 
Paragraphen ganz gleichen Um- 
ständen , Voraussetzungen und 
Bezeichnungen erhält man für die 
Winkelgeschwindigkeit = Qq des 
stoßenden Körpers nach dem 
Stoße : 

(1) ßo = fii-^-j2:(;i)T. 
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dagegen für die. Geschwindigkeit = u des gestoßenen Körpers, 
wenn g dessen Qewicht bezeichnet, nach $. 63 : 

(2) « = r + ^2(p)T. 

oder, da r = , u = aQo , nach gehöriger Umgestaltung: 

T T 

a a 

so wie femer durch Addition dieser Gleichungen und nachheri- 
ger Reduction auf Üq : 

I Q^ — y Q 

Zweitens. Wenn der freie Körper gegen den 
um eine feste Axe drehbaren stößt. - 

In diesem Falle erhält man: 

ff 

So wie hieraus, wegen 12^ = , u = aOo : 

U. 2. .- ^'^^ 



Zusati 1. Verlust an mechanischer Arbeit durch 
den Stoß, wenn der in Umdrehung befindliche Körper, den ru- 
henden, freien triflTt. 

Durch eine ganz, fihnliche Rechnung wie im Zusätze des Tori- 
gen Paragraphen ergiebt sich der gedachte Verlust = Li pr, Secunde 
wenn m die Masse Yon q bezeichnet zu: 

nu 2Mm 

III. ^i = 6Ö-2ff+;Ä^^*^^''**'^ 
für die meisten Fälle genau genug : 

nu 

IV. £i = gg.mfl«Qi«. 

Zusatz 2. Untersuchen wir noch in welcher Entfernung = a 
Yon der Drehaxe der Stoß erfolgen muß, damit der gestoßene Kör- 
per die größte Geschwindigkeit annimmt. Die (absolute) Geschwin- 

digkeit = c der Masse — =in^ unmittelbar nach dem Stoße, ergiebt 
sich aus I zu : 

Hieraus folgt ferner durch Reduction auf a ; 

(2) a = ^ . 
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D^ größte Werth für c findet sich hiernach offenbar, wenn 
man den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen = Null setzt, indem 
dieser noch einen möglichen Werth liefern muß. 
Aber : -y» J*ßi« — AyqTc^ = , giebt: 



c=iöy^nnd(a):« = ^ 



Demnach, wenn letztere beiden Gleichungen mit einander ver- 
bunden werden : 



-V?' 



9 

ein Ausdruck, den man auch für den zweiten Fall, d. h. dann erhalt, 
wenn der freie Körper gegen den ruhenden drehbaren stößt, indem 
die Ausdrücke (l)und II in Bezug auf a von ganz gleicher Form sind. 

Beispiel 1. Welche mechanische Arbeit wird durch den Stoß congumirt, wenn 
ein Daumen einer Daumenwelle einen Pochstempel von 100 Kil. Gewicht mit einer 
Geschwindigkeit von 2 Metern trifft ? 

Auflösung. Da hier gewöhnlich die Hasse der Daumen welle gegen die des 
Stempels verhältnißmäßig groß ist, so macht man von der Gleichung lY. Gebrauch 
und erhält als Verlust pr. Sek.: 

Beispiel 2. Um die Anfangsgeschwindigkeit der abgeschossenen Gewehr- und 
Geschütskugeln zu findra, wendet man gewöhnlich einen um eine Horizontal-Axe 
schwingenden Körper (Fig. 46) von großer Masse das ballistische Pendel 
(das Pendel von Robins) an, gegen welches die Kugeln abgeschossen und die sich 
dabei ergebenden Elevatioaswinkel gemessen werden. Ist nun in einem solchen Falle 
der gedachte Winkel = a gefunden, so fragt es sich, wie groß hiernach und zu- 
folge der sonstigen Verhältnisse die Geschwindigkeit = v der Kugel sein wird? 

Auflösung. Be:^eichnet I die Länge des mit dem ballistischen Pendel gleich« 
zeitigen einfachen Pendels, so erhält man na ch §. 55 für die entsprechende Winkel- 
geschwindigkeit z=Qq z= y -^(\ -. cos a) und wenn man diesen Werth mit II. des 
vorigen §. vergleicht, folgt; 

V = ^ — ^—^— 1/ -r- Cl — cos a) . 
aq f l 

Mittelpunkt des Stoßes. 

S. 70. 

Trifft ein fester Körper, welcher sich um eine unverrück- 
bare Axe dreht, in irgend einem seiner Punkte ein unbewegt 
liebes Hindemiß, so erfahrt, je nach der Lage dieses Punktes, 
durch den hierbei entstehenden Stoß, die Drehaxe gewisse Wir- 
kungen oder nicht Im letzteren Falle wird der gedachte Punkt 
des sich umdrehenden Körpers der Mittelpunkt des Stoßes 
genannt. 

Unsere Aufgabe soll es nun sein, den Mittelpunkt des Sto- 
ßes (zuerst) für einen der einfachsten Fälle nHmlich unter der 
Voraussetzung zu bestimmen, daß derselbe in einer Ebene liegt, 




"■\ 
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welche durch die Drehaxe und durch den Schwerpunkt des 
Körpers, geht, und die Stoßkraft normal gegen diese Ebene ge- 
richtet ist. 

Fig. 47. Hierzu sei NN Fig. 47 eine 

mit den Fläche des Papieres zu- 
sammenfallende Schwerebene des 
Körpers, welche die Drehaxe A 
rechtwinklig durchschneidet , S 
der Schwerpunkt Jli der zu be- 
stimmende Mittelpunkt des Stoßes. 
Bezeichnen wir die Masse ei- 
nes beliebigen in B befindlichen 
Elementes des Körpers mit iiti, 
den Abstand AB desselben von der Drehaxe mit rj und die \Vin- 
kelgeschwindigkeit des Körpers im Augenblicke de« Stoßes mit 
w, so besitzt dies Element eine Bewegungsgröße == iTiiriO), die 
offenbar rechtwinklig gegen AB gerichtet ist. 

Sollen nun nach dem erfolgten Stoße alle ähnlichen, den 
sämmtlichen materiellen Punkten des Körpers entsprechende Be- 
wegungsgrößen gänzlich vernichtet, also keine Drehung um den 
Punkt 'M (durch welchen wir uns, wie bemerkt, die Stoßrichtung 
gehend denken) und somit kein Druck gegen die Axe A erzeugt 
werden, ^o müssen offenbar die Momente aller Umdrehungskräfte 
von der vorher angegebenen Form (utrcj) in Bezug auf den 
Pnnkt M gleich Null sein. 

FOr das Element nii in B erhält man das gedachte Moment, 
indem man von M aus auf die Richtung BE der entsprechen- 
den Bewegungsgröße die Normale MD fällt, zu : 

(1) 1»! Ti (0 . Z/Jlf . 

Bevor wir jetzt weiter schließen, wollen wir DM näher zu 
bestimmen suchen. Hierzu werde aus B auf AM die Normale 
» BC gefällt, AC = y und ALM=ifi gesetzt, ferner l^EMD 
=^BAC mit a bezeichnet. 

Sodann ist: 

DM^== EM cos a = (yi — AE) cos a = I yi — I cos a, 

od^ da cos a = — ist, auch 

(2) DM=^^ — n. 

weshalb statt (1) erhalten wird : 

»ii ri 0) . DM = i^mipyi = towiri ' . 
Die Summe aller, dem ganzen Körper entsprechenden sla- 
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tischen Momente Uitt sich daher, nach bekannter Schreibweise 
darstellen durch: 

(1) o[>,S(my)~S{«ir«)], 
aus welchem Ausdrucke sich den bemerkten Bedingungen gemäß 
ergiebt: 

0=yiS(i«y)-:2(iifr«), d. i. 
_Z(«ir»)_ T 

wobei K das Volumen des Körpers, s = AS der Schwerpunkts- 
abstand von der Drehaxe ist. 

Hieraus folgt, daß die Drehaxe keinen Stoß er-* 
fährt, wenn man den Körper in einem Punkte gegen 
das unverrückbare Hinderniß auftreffen läßt, des- 
sen Abstand^von der Drehaxe gleich dem Quotien- 
ten aus dem Trägheitsmomente des Körpers di- 
vidirt durch das statische Moment desselben ist, 
beide Momente auf die Drehaxe bezogen*). 

Bezeichnet «S die Größe des Stoßes gegen die Drehaxe A^ 
wenn der Gleichung I nicht entsprochen wird, , so ist das Mo- 
ment von «S in Bezug auf M : Sy^ » daher aus dem Vergleiche 
mit (1] folgt: 

Äy, =w|>i2(iity)— 2mr*], d.i. 

yi ■ Vi 9 

Zusatz. Für die allgemeiDere Beurfheilung vorstehender Frage 
diene Folgendes . 



Fig. 48. 




Tarw 



•) Daß bei dieser Bestimraungsart noch eine gewisse symmelrische Ciestalt des Körpers 
vorausgesetzt werden muß, ergiebt sich aus der Darstellung im folgenden Zusätze. 
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Bb sei hierzu ZZ die unTeränderliche Drehaxe des Körpers, 
V irgend ein Punkt derselben, der zum Ursprung dreier auf ein- 
ander rechtwinkliger Goordinaten genommen werden mag. Die Goor- 
dinaten irgend eines der materiellen Punkte A des Körpers, dessen 
Masse wir mit m bezeichnen, seien UB = Zy BC^=y^ CA=Xf sei« 
Abstand Yon der Drehaxe = r. Die Richtung der Stoßkraft P liege iu 
einer auf der Drehaxe normalen Ebene, sei also rechtwinklig ge- 
gen die Ebene YY gerichtet und die Goordinaten ihres Angriffs- 
punktes seien Z|, y^ und ^r^. Die Resultanten aller im Augenblicke 
des Stoßes gegen die Drehaxe wirkenden Kräfte, denken wir uns 
durch S und 7, beide normal an der Drehaxe angreifend, repräsen- 
tirt, und zwar liege die Richtung yon S in der Ebene XZ ^ die von 
T in der Ebene fZ*), die Goordinate rön S sei z^, die Ton 7=23. 

Ist nun im Augenblicke des Stoßes o die Winkelgeschwindig- 
keit des sich um die Axe ZZ drehenden Körpers, so ist die gleich- 
zeitige Bewegungsgröße des beliebigen materiellen Punktes Ay offen- 
bar mro, oder, wenn man diese respectiye parallel zu YY und XX 
in Seitenkräfte p und q zerlegt, auch dabei den ^ABC = a setzt, 

y ^ 

wegen cos a = -— , sin a = -7 : * 

y 

p = mro . cos a = mro •- = mtay ; 

X 

q = mro sin a = mro — = mox, 

' r 

Für die Summe aller materiellen Punkte des Körpers ist daher 
zu setzen, wenn man zugleich beachtet, daß die Kräfte yon der 
Form p eine Verminderung, dagegen die q eine Vergrößerung der 
Goordinaten zu. bewirken streben;. 

E (p) = — oLmy ; U (^f) = -f- £ (»w?). 

Nach dem d'Alembertsöhen Prinzipe und nach §. 30 der Geo- 
statik, lassen sich nunmehro leicht folgende 6 Gleichungen auf- 
stellen • 

(1) P — S + oE(my) = 0, die Kräfte || XX; 

(2) T+oJ:{mx) = 0, - - II YY; 

(3) = ... . - - II ZZ; 

(4) Tzs + üS(}furz) = 0, . . Drehung um JJC; 
^5) Pzt — Sz^+oi:{myz)=:0, - - YY; 
(6) /'yi + Qi:(mf«) = 0, . . - - ZZ; 

wonach 5, T, z«,' z^t so wie o ohne Weiteres bestimmt werden 
können. 

Liegt der Schwerpunkt des Körpers in der Horizonlalebene der 
Drehaxe, d. i. in der Ebene FZ, so ist, nach den Sätzen yom Schwer- 
punkte £9iu; = 0, folglich wegen (2) auch T=0. Ist ferner der Kör- 
per in Bezug auf die Ebene YZ symmetrisch, so erhält man auch 
£(m:rz) = 0, sodann aber auch, wegen (4), Tzs^sQ. 



*3 Man erinnere sich hierbei wieder, daß nach §. 29 der Geostatik ein System 
beliebig im Räume wirkender Krärte nicht immer durch eine einzige Resultante 
ersetzt werden kann, sondern daß hierzu im allgemeinen zwei Resultan- 
ten erforderlich sind. 
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Unter diesen beiden Voraussetzungen reduziren sich obige sechs 
Gleichungen auf folgende drei: 

(7) />=|S-oi:(my); 

(8) Pz^ = Sz,^oJ:(myz); 

(9) iVi = — o S (mf*). 
hieraus folgt, ganz wie oben, für S : 

' (10) 5=-^[yiJ:(my)-i:(mr*)J. 

Soll nun dieDrehaxe keine Wirkungen erfahren, so muß 5 = 
sein, d. h. nr^n muß nach (10) y^ so wählen, daß es der Gleichung 
entspricht : 

Ist aber auch 5=0, so folgt noch nicht, daß auch Sz2y d. i. 

das Moment des entsprechenden Kräftepaares gleich Null ist, viel- 

[tnyz) 
mehr erfordert dies noch, wegen (8), daß außerdem x^ = — oS — p- , 

L(iwyz) . 

oder wegen (8) j&t = y Jlfmr* ) fi^^^^^^^ wird, d. i. mit Bezug auf 

(II): 

^^ ^*~2:(my)- 

Soll daher dieDrehaxe im Augenblicke der Sto- 
ßes weder die Wirkung einer Einzelkraft noch die ei- 
nes Kräftepaares erfahren, so müssen die durch lU 
und IV dargestellten Bedingungen zugleich erfüllt 
sein. 

Aus III un,d IV folgt zugleich der wichtige Satz, 
daß der Mittelpunkt des Stoßes im Allgemeinen durch 
zwei Goordinaten bestimmt wird. 

Die Bestimmung dieses Punktes durch die frühere Gleichung I 
ist daher nur in dem Fall richtig, wenn der Körper auch in Bezug 
auf die £bene XY sjmetrisch ist, weil sodann £ (fnyz) = 0, folglich 
auch Zi = wird. *) 

Allgemein genommen sind daher auch Mittelpunkt des Stoßes 
und Mittelpunkt des Schwunges ($. 54) eines um eine unrerrückbare 
Axe drehbaren Körpers, ganz yerschiedene Punkte. 

Bei der Gonstrnction Yon Eisen- Walk-Hämmern etc. ist es von 
nicht geringer Wichtigkeit, die Lage der Drehaxe (Hammerhälse) im 
Verfaältniß zum Punkte des Aufschlages etc. so zu wählen, daß die- 
selbe keinen Stoß erfährt. 

Beispiel 1. Ein rechtwinkliges Parallelepipedum Fig. 31 (%. 45) dessen Kanten 
&, h and l sind, schwingt um eine in der Scbwerpnnktsebene liegende, rechtwinklig 



*) Mit Bezug auf §. 49 kann man sich hier auch so ausdrücken, daß man sagt: 
die feste Drehaxe muB eine derjenigen Hauptaxen des Körpers sein, welche 

. in dem Punkte der Drehaxe auf einander rechtwinklig stehen, wo die . Ebene 
der Stoßrichtung die Drehaxe schneidet. 

Ans Allem ist ferner zu entnehmen, daß, wenn die Drehaxe keinen Stoß 
erfahren soll, sie nicht zugleich eine freie Axe s«n kann. 

Rtthlmann's Geodynamik. 9 
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auf den SeiteBfläehM kl siehende ond am tf, von der Parallelaxe (JV3 JV;0 doreh den 
Schwerpunkt, entfernte Axe, man soll angeben, welchen Stoß die Drehaxe erfährt, 
wenn dieser Körper, indem er die Winkelgeschwindigkeit co besitzt, gegen einen Punkt 
eines festen Hindernisses stoBt, der in einer Schwerebene liegt, welche die Seiten- 
flächen M rechtwinklig durchschneidet und dessen Abstand ron der Drehaxe =yi ist. 
Auflösung. Man erhält hier ohne Weiteres in Besug auf II, nach Tl. §. 45: 

femer IT« =sjr.d, daher für S: 

Wenn S =NnIl sein soll, wird erfordert, daß 



Fig. 49, 




Beispiel 3. Ein rechtwinkliges Dreieck 
ABC Fig. 49 schwingt um die Seite AB als Dreh- 
axe, man soll für dasselbe die Lage des Stoßmit- 
telpunMes Jir bestimmen, wenni4C=a, ^11=6 ist? 

Auflösung. Nach $. 46 ist hierbei £mr2= 

'«'"12* "**^* der Geostalik Imy= JL, — .|.a = 

- • -ß-. Bs ist daher bloß nöthig Hmys zu be- 

Stimmen, was wie folgt geschehen kann. Man denke 
sich BF=jf in n gleiche Theile jeden =« getheilt, 
eben 90 BE^t^t in n Theile jeden «ö, so ist nach 
bekannter Weise zu setzen: 

Innfz = ^ E(8.«.yO == 1 8 (e2-j- 2e2 + Ss«...) z = 



=-»'=74^». 



» 



c, folglich 



Hierau^s ferner: 

^>»==7-^9(»*+2'«'»H-33ö*....)«i-l^^=|.l^^ oder für die 
ganze Fläche, indem man s=s6 setzt: 

daher : A4i3& 

yi = DJIfÄ=-S!L_=|aa=.lAC; 



»1=BD: 



7^ = |» = |AB. 



Die Goordmate jri ist zugleich nach §. 54 die fQr den Schwingungspunkt, der- 
selbe fällt aber nicht mit dem Mittelpunkt des Stoßes M zusammen, vielmehr Hegt 
er in der Terlängerang der rem Schwerpunkte t des Dreiecks gegen die Drehaxe AB 
gerällten Normale $K, d. h. der Schwingungspunkt des Dreiecks liegt in J. 

III. Festigkeit der Körper gegen Stoß. 

$. 71. 
Bereits in der G'eostatik (Zusatz $. 100) wurde auf den 
hier zu behandelnden Gegenstand aufmerksam gemacht, dessen 
Wichtigkeit ftir die Technik, gleichsam als dea zweiten Theil der 
Lehre vom Widerstände der Materialien, unverkennbar ist. Der 
Umfang und die vorausgesetzten Hülfsmittel der reinen Mathe- 
matik dieses Leitfadens gestatten indeß nur eine solche Abfas- 
sung der hier zu beantwortenden Fragen, wie sie für die mei- 
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Sien praktischen Anwendungen ausreicht, welche jedoch auf eine 
strenge mathematiscbe Durchführung keine Ansprüche macht*). 
Wir setzen ferner gleichartige dünne, prismatische Körper vor- 
aus, und nehmen nur auf Stöße Rücksfcht, die entweder in der 
Axenrichtung oder normal auf die Längcnrichtung der Körper 
ausgeübt werden. 

Das Prinzip des Rechnungsganges mag dann einfach darin 
besleheu, daß wir zuerst die Größe der widerstehenden Arbeit 
entwickeln, welche eine Uußerlich einwirkende Kraft in dem 
Körper hervorruft, wenn sie denselben um eine gewisse Größe 
ausdehnt, biegt etc., und daß wir sodann diesen Werth derje- 
nigen mechanischen Arbeit gleich setzen, welche zufolge des 
Stoßes übergetragen wird, vermehrt um die Arbeit, welche der 
Schwerkraftswirkung entspricht, indem solche sowohl die gesto- 
ßene als die stoßende Masse (beide als zusammenhängend ge- 
dacht) durch den Weg der beireffenden Ausdehnung, Durchbie- 
gung etc. führt**]. 

Stoß in der Aienrichtung der Prünncn. 

S. 72. 

Nach dem Vorbemerkten schreiten wir ohne 
Weiteres zur Entwickeiung der betreffenden 
Gteichongen. 

Hi«nii denken wir uns einen prismatischen 
Stab vom Querschnitte >= a in vertikaler Lage 
mit dem einen Ende befestigt, und nach der 
LUngenricfatung eine Kraft P wirksam, welche 
zugleich den Widerstand darsteflt, womit sich der 
Stab der Ausdehnung in gedachter Richtung wi- 
dersetzt. Vor dem Auftreten der Kraft P habe 
der Stab die Länge ss /. 

Der Widerstand, womit sich dieser Stab 
der Ausdehnung um irgend eine Lange^= x 
entgegensetzt ist aber, nach L $. 105 Geo- 

Statik, -r- . X . Für eine weitere Verlänge- 

rupg um 8» so daß x zu j7-j-8 wird, kann 



Fig. 50. 



[ 

4 



*) Zo mnfassenderen Studien empreblen wir deshalb folgende Werke: 

Timcü^. Introduction ä In Hecaniqne lodvstiMle. Paris 1839. $.312, §.322 etc. 
lfm'wT. Memoire sur les ponls suspendus ete. Plnis 1830. $. 200 etc. 
IhdgkimoH. Impact upon Beams. Reporl of the Bnlish Association for tlie 

AdTancement of Science. Vol. IT. p. 93. 
llA'm. Gleichgew. und Bewegung gespannter elastischer fester Korper. Stutt- 
gart 1838. S. 193. 
'*) In letzterer Beziehung ist zu bemerken, daß wir hinsichtlich der vom Stoße 
übergetragenen Arbeit die Körper als ttnelastisch betrachten. Siehe auch hierüber 
die später angegebenen Folgerungen ans betreffenden Versuchen von Uodgliinson. 

9* 



MJj tMi 

gend 8, 2e, 38 . . . .ns setzt und die Summation ausführt : ^—y-x^ 
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map, sobald 8 klein genug ist, vorstehenden Widerstand als con- 
stant betrachten, und daher für die entsprechende elementare 

Arbeit ($.26, Zusatz 1) setzen: --y-ar.e, und für die Summe aller 

V 

dieser Arbeiten während der Ausdehnung von bis o? : -y- 2(d?8), 
oder nach bekannter Weise, indem man für x auf einander fol~ 

l 

d. i. endlich für eine Ausdehnung von bis "k , wenn L ' die 
Gesammtarbeit bezeichnet : 

Eu 

Die Kraft P zum Ausdehnen um die Länge X ist P=—- X, 

Benutzt man diesen Ausdruck, um aus I. X oder X^ zu entfer- 
nen, so ergiebt sich respective: 

IL L = ^Pk; 
PH 

Nach L ist ferner für einen anderen Stab von demselben 
Materiale, dessen Abmessungen ai , /i sind, und der um Xi aus- 
gedehnt wird; Zi =| -~Xi\ 

Setzt man nun L:Li=^^ eI-,J »l^^Ey-^J^i^i 

und nimmt an, daß beide Stäbe um gleiche BruchtheUe ver- 

X X 
lungert werden soUen , also -7 = 7- ist» so folgt : 






Wird £| für einen Stab desselben Materiales wobei ai die 
Flächeneinheit (1 QuadratmUlimeter oder 1 Quadratzoll] und d 
die Längeneinheit (1 Meter oder 1 Fuß) ist, als bekannt vor« 
ausgesetzt und dieser Werth von Li mit a bezeichnet, so er- 
hält man: 

ly. L = a.al, 
hierbei wird a der Coefficient der Stoßfestigkeit*] in- 
nerhalb der Elasticitätsgrenze genannt. 



*) Die Engländer neniren a den ,,Modiilus of resiUcnce**, die Franioscn „Coeffi- 
cient de la resistance viTe d'elasticite/* 
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Der Werth dieses Coefficienten läßt sich (durch Rechnung *) 
leicht finden, wenn man die Gleichung H benutzt und beachtet, 
daß, dem Vorstehenden entsprechend, sodann P das Tragver- 
mögen = p [$. 105. Geostatik) und X die größte Ausdehnung 
= § innerhalb der Elasticitätsgrenze (ebendaselbst und §. 106) 
bezeichnet. Man~ erhält sodann : 

V. a = |/?.8. 

Bezeichnet eben so ß den Coefficienten der Stoßfestigkeit 
für den Riß oder Bruch**), so laßt sich entsprechend IV setzen: 

VI. Li=ß,al. 

Zusatz. Statt, zur Berechnung Ton a, die Werthe Ton p und $ 
aus $. 106 der Geostalik zu entnehmen, theilen wir die von Pen- 
celet berechneten Werthe in nachstehenden Tabellen mit, so wie 
ferner eine Tabelle, welche wir nach der französischen Uebersetzung 
(von Duyerne) des Tredgoldschen Werkes „Treatise on^the Strength 
of Gast fron" zusammenstellten. 

A. Tabellen nach Poncele't. 
I. Hölzer. 



Name 
der 
Holzsorten. 



Bueke (fiolhh^ehe) 

Eiche 

Esche 

Fichte 

Lätche .... 
Ulme ..... 
Weisttannc . . . 



Werthe von o und 
ß flir 1- Länge und 

1 D Millim. Quer- 
schnitt in Meter -KU. 



ß 



0,00f4 

0,0017 
0,0007 
0,0031 
0,0017 
0,0028 
0,0013 



0,0121 
0,0121 
0,0121 
0,0121 
0,0121 
0,0121 
0,0121 



5 



pr. DMil- 

lim. in 

Kit. 






lli 



47ff 



414 



E 

pr. D Mil- 
lim. in 
Kil. 



0,00175 


1,63 


0,00167 


2,00 


0,00113 


1,27 


0,00210 


3,15 


0,00192 


1,73 


0,00242 


2,35 


0,00117 


2,17 



930 

1200 
1120 
1500 
900 
970 
1300 



I 



•) Leider fehlen zur Zeit noch direkte Versuche. 

••) TJebcr die Berechnung von ß aus Versuchen sehe man Poncelel a. a. 0. 
$. 340, so wie das Beispiel 3. Seite 136 dieses Leitfadens. 
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11. M«UUe. 



Marne 

vnd Beschaffenheit 

des VctallM 



Werthe von a und 
ß rOrl" Lange ond 
1 aHillim. Quer- 
schnitt in Meter- 
Kil. 



P 



Bleürafh, kalt gelegen 
. sorgfältig 
\ geglttht . . 

tütw- /ungleichförmig 
änok I geglüht . . 
Uicht geglüht 

GniteUeH (TredgoUT) . 

i weich und 
geglüht . . 
stark und nicht 
geglüht 
SeknuedeeUen in starheu 
Stäben (geschmeidig), 
wie er aus der 
i Fahrik kommt. 
g^^ Igahariet und 
tT: {blaua^ — '— 
jnachgelasseh 
f nicht gehärtet, 
stark gehärtet. 



0,00012 

» 

0,00662 
0,00585 
0,00100 

0,01250 

0,01275 

0,00330 

0,01560 

0,01500 



6 

in MiUim. 

pr. 1" 

Länge 



pr. 

b Mii- 

lim. in 
Kil. 



Maiimal- 
rer lan- 
gem ng 
pr. Meter 
im Augen- 
blicke des 

Risses 
in MilUm. 



Belastung 
entspre- 
chend 
dem 
Bruche 
pro Mil- 
Um. in 
KU 



0,3500 

3,9300 

0,6500 

0,0810 

? 

4,5140 

0,2005 

4,4970 

0,0783 

0,0580 



O.OiM0 0,0688 
? |0,0125 



0,41 

a 

0,88 
0,78 
0,8 

1,35 

1,70 

0,55 

1,25 
1,20 

1,20 
? 



0,3 

m 

15,0 
1^0 
10,0 

15,0 

15,0 

12,0 [ 

25,0 

25,0 

25,0 

9 



324,60 

120,00 

20,50 
8,10 
? 

115,00 

7,19 

132,50 

. v& 

2,52 

2,40 
1,87 



1,36 

37,84 

42,50 
49.00 
? 11 

45^ 

49,00 

33,00 

57,50 

^,56 

57,50 
15,57 



B. Tabelle nach Tredgold und Bariow. 
in. Hölzer und Metalle. 



Name 


20") 
für 1 Fu6 eng- 
lisch Länge 


5 


V 
pr. QZoU 


Elasticitäts- 
modul pr. 


Spez. 


WWIBHk 

pr. Cub. 

Fuß 
engl, in 
engl, fl 


des Materiales 


und 1 DZoH 

engl. Quer- 

sahnitt 


engl, in 
engl. 9 


DZolI in 
engl. Q 


Wichte 


EieketäutU Cengl) 


9,2 


Tk 


3960 


1700000 


0,B30 


62,00 


Piektenhoh (Roth- 














tanne) . . . 


9,13 


■ih 


4290 


2016000 


0.557 


34,80 


FökrenMi (Kiefer) 


9,4 


Th: 


3900 


1600000 


0,460 


26,75 


Lärehenkoli . . 


4,0 


irlir 


2065 


1074000 


0,560 


35,00 


Roikbuehenkch 


4,14 


rU 


2360 


1345000 


0,696 


45,30 


UlmenMi . . . 


7,87 


zU 


3240 


1340000 


0,5a 


34,00 


Weitstatmemholi . 


7,20 


Tirs 


3630 


1830000 


0,470 


29,30 


BM (gegossen) . 


3,12 


TilT 


1500 


720000 


11,352 


709,5 


GuMMÜten . . . 


12,7 


Tzht 


15300 


18400000 


7,207 


450,0 


KananemHetall, 














8 Kupf., 1 Zinn 


10.4 


»iff 


10000 


9873000 


8,153 


509,5 


Zmm Cgcgossen) . 


1,8 


Taüff 


2880 


4608000 


7,291 


455,7 



*} Tredgold setzt a z= ^5. 
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Es bedarf wohl kaum der Bemerkung, daß sich aus diesen Ta- 
bellen mehrfache interessante Folgerungen entnehmcii lassen^ 



S. 73. 

Bezeichnen Q und Qi respective die Gewichte des sto- 
ßenden und gestoßenen Körpers, V die Geschwindigkeit, womit 
der Stoß erfolgt, H die dem V entsprechende Fallhöhe = ff 

I ff zsz' — I, so istnachS.65 (Zusatz) die durch den Stoß überge- 
tragenc Arbeit: -77— - ^ , ^ = ff ^. , ^ und daher nach €. 7 1 

2^ V+V« + Qi 

für den Fall, daß die Elasticitätsgrenze nicht überschritten wird : 

So wie für* den Riß, wenn Xi die Ausdehnung im Augen- 
blicke des Risses bezeichnet: 

Beispiel 1. Zwei einander gegenüber befindliche Hängestangen einer Ketten« 
brücke, deren jede 1225 Ifillimeter Querschnitt und 10* Länge besitzt, haben eine 
bleibende vnd gleichfSrnIg rertbeilte Beiastang ron 2450 Kil. zu tragen. Veber diese 
Brücke bewegt sich ein Fahrwerk Ton 8000 Kil. Gewicht, welches durch eine xnraU 
lige Erhöhung Ton 0",025 (= 0",7 Geschw.) zu einem Stoße yeranlaßt wird. Man 
soll angeben, ob hierdurch die bemerkten Hängestangen eine nachtheilige Ausdehnung 
erfahren oder nicht? 

Auflösung. Nehmen wir an, daß auf die ganze Wagenlänge 5 Paar Hinge- 

8000 
Stangen kommen, so sind von dem stoßenden Gewichte auf jedes Paar -r—= 1600 Kil. 



zu rechnen ; da aber die Stangen, welche den Radem des Fuhrwerks correspondiren, 

wahrscheinlich das Doppelte bis Dreifache letztgedachten Gewichtes auf sieb ni nehmen 

haben, so werden wir immerhin auf die vorgedachten 2 Stangen ein stoßendes Gewicht 

Ton 5200 Kil., oder auf jede Stange 2600 Kil. in Anschlag bringen können. 

Hiemach erhalt man für die betreffenden Glieder der Gleichung II. §. 73, wenn 

£ = 20000 (Geostat. $.106), auch um recht sicher zu gehen, ohne Weiteres 0=== 2600, 

Q^ = 2450, Q4-Qi=: 50 jO gesetzt wird : 

,^^ ibs^OOOO^ _TOL^M^^= 33.4 »K ««.ch 

* I ' 10 0-fOi 5050 

1225000 X2- 5050 X = 33,4, d. i. 
X2 _ 0,00412^=0,0000272 und hieraus: 

X=0*,0077. (Poncelet findet auf ganz anderem 
Wege a. a. S. 442: X==0-,0074) 

Die Ausdehnung pr. Meter ist hiernach = 0,00077 und weil diese nach % 106 
Geostatik höchstens 0,0006 betragen darf, so ist eine nachtheilige Einwirkung des 
betrachteten Stoßes unverkennbar. 

Beispiel 2. Ein Stab aus weichem Eisen von 100 DMillim. Querschnitt und 
3 Meter Länge ist vertikal aufgehangen und sein unteres Ende mit einem Gewichte 
von 200 Kil. belastet; man soll bestimmen, welches Gewicht in geeigneter Welse von 
einer Hohe = 2" herabfallen muß, um den sofortigen Biß des Stabes zu bewirken ? 
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Auriösung. Wir benutzen hier die Gleichung III, in welcher ist: 
a = 100, / = 3 und ß (nach Tabelle II) = 4,5, also ßflZ = 100. 3.4,5 = 1350"*. Fer- 
ner ist r* = 2", Xi (nach Tabelle .1) = 0,1325. 3 = 0,4 ,(?.= 200, folgüch: 

1350=;r-r77;w? + Cö + 200)0,4, woraus durch Beduction erhalten wird: 
Q -f- <iUU 

= 6&7Kil. 

Beispiel 3. Man soll mittels Formel III den Goefficicnten ß der SloBfestigkeit 
für den Riß, für Eisendrath von 0,048 Zoll (engl ) Durchmesser (Mr. 17 der engl. 
Drath lehren) ans Versuchsresultaten von Uodgkinson berechnen *)• 

Derselbe fand unter andern, daß ein Reißen des gedachten Drathes von 24 Fuß 
Länge 'erfolgte, wenn eine gußeiserne Kugel von 6 u Gewicht, durch deren Mitte 
der Drath frei hindurch gehen konnte, von 7 Fuß Höhe herabfiel, während am un- 
teren Ende des Drathes eine ebenfalls gußeiserne Kugel von 10 U Gewicht aufge- 
hangen war, ferner die größte Ausdehnung von dem Risse 1,09 Zoll betrug. 

Auflösung. Hier ist in Bezug auf in. a = (0,048)^0,785 = 0,002 O Zoll, 

1 09 
i = 24Fuß,Xi = ^ = 0,09 Fuß, = 6, (?-f (?i = 16, folglich: 

36 
0,002 . 24 . P = 7 . -Tg- + 16 . 0,09, wonach ist : 

B = 357 pr. DZoll engl. Querschnitt und pr. Fuß Länge, oder 

357 
^ = TTKS. pr. DMillim. und pr. Meter Länge.'*) 
1422 

Stoß rechtwinklig gegen die Längenrichtung. 

§. 74. 

Wir denken uns zuerst den prismatischen Körper mit dem 
einen Ende befestigt und am andern Ende eine biegende Kraft 
Q wirkend. Sodann nehmen wir den Erfolg der Einwirkung 
einer Kraft = g (als sehr kleinen Theil von Q) in Bezug auf 
eine einzige sehr kurze Faser, als gleich dem vorher be- 
trachteten < Falle an, wo die Kraft in der Axenrichtung wirkte 
und setzen Überdies die Arbeit zum Zusammendrücken einer Faser 
gleich der zum Ausdehnen ***') derselben. Daher ist auch die ent- 
sprechende Arbeit, wenn X die sehr geringe Länge^und i den Quer- 
schnitt irgend einer Faser bezeichnet, sonst aber die vorigen Be- 

zeichnimgen beibehalten werden, nach III. $.72: (1) \ -^=-,1, 

E 

Nach Seite 146 Geostatik ist = — tc, wenn e die Ent- 

Q 



*) S. 115 des bereiU §. 71 cilirten Werkes. 

**^ Die Abweichungen dieses Werthes von jenem der Tabelle II kann der Natur 
der Sache nach nicht auffalten, da Hodgkinson nicht angegeben hat, ob der 
Drath gehärtet , geglüht etc. war , endlich manche Drathlehren Nr. 17 
auch =0,058 Zoll engl.Dnrchm. setzen. Ponceletfand bei verschiedenen £isen- 
dräthen ebenfalls bedeutende Abweichungen, Man - sehe hierüber das bereits 
bemerkte Werk Poncelet's §. 340, §. 341. 

***) Natürlich mit Beaclitung der Grenzen Seite 148 Geostatik (Zusatz). 
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feraung der Faser von der neutralen Schicht und q der Kröm- 
mungshalbmesser derselben ist; daher auch statt (1) gesetzt wer- 

den kann: (2) \ — >,te^ und sonach für die fragliche Arbeit 

betreffend die sämmtlichen Fasern eines und desselben Körper- 
elementes, wenn 140^=7 das Trägboitsmoment seines Quer- 
schnittes bezeichnet: 

(3) i£3?(i). 

Noch ist, fllr eine weitere Umgestaltung dieses Aasdruckes 

nach II, Seite 147 Geostaük : — b=-^^, wo Xy wie am ge- 

dachten OVte den betreffenden Hebelarm von ^ bezeichnet, wo- 
nach durch Einführung dieses Werthes von q aus (3) folgt: 

Wird hier endlich die angedeutete Summation ai^sgeführt, 
indem man >., 2)1, 3^**. statt x und zuletzt wieder 11^37=^9 setzt, 

SO ergiebt sich: \Q}-^^% oder fUr die Arbeit =^ Z^ i^uoi Hegen 

des betrachteten Stabes, wenn er die Länge =s= / hat: 

Liegt der Körper, dessen Länge = /, mit beiden Enden 
auf, und wirkt in der Mitte desselben eine Kraft Z', so ergiebt 
sich offenbar die betreffende Arbeit zum Durchbiegen desselben, 
wenn in (4) \ P statt Q^ \ l statt / gesetzt und der dann er- 
haltene Ausdruck doppelt genommen wird, d. i. also 

(5) L==^^.l'. 

Entfernt man aus dieser Gleichung P oder P^ mittels des 
Werthes IV. S. 172. Geostatik für die Durchbi^^ng =scf in der 

Mitte, wonach P = -^ — - ist, so findet sich respective : 

(6) L=^\Pu; 

(7) i = 24^«». 

Entfernt man dagegen P aus (5) mittels des Ausdruckes 
P=4?.^(IL $. 109 und IV. S- 117 Geest), wobei e den 
Abstand der von der neutralen Schicht am entferntesten Faser 
bezeichnet, so folgt: L^=\^ —, oder da nach IIL $.105 

Mi € 
Ruhlinann'8 Geodynamik. fQ 



l 
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*) Der Erfolg hiervon, nämlich den gestoßenen Stab (Balken) als gewichtslos zu 
betrachten, ist ftir praktische Rechnungen meistentheils geeignet, insofern 
dadurch die WiderstandsFähigkeit des Stabes geringer geschätzt wird, als sie 
wirklich ist 

**) Ein Beispiel hierzu folgt spater. 






Geostatik •^=S ist, auch L=\pb -^, und wegen J;>S = u | 

(V. S. 72): 

(8) L = ^a^^. ■ ^ 

Analog S- ''^^ (und zufolge der Note Seite 140] wird man 
daher zur Beurtheilung der fraglichen Stoßwirkungen erhalten : 

ET V^ O^ 

77 tri Q% 
Tl V^ O^ 

Zusatz 1. Aus Gleichung II läßt sich ein praktisch brauch- 
barer Ausdruck zur fierechnung der Querschnittsdimensionen guß- 
eiserner parallelepipedischer Balken, mit respectiyen horizontalen und 
yertikalen Seiten , ableiten , welchen Tredgold in seinem $. 72 
citirten Werke, $. 267 desselben, anfuhrt und auf merkwürdige - 
Weise entwickelt. 

Hierzu hat man vorerst in II u und Q^ gleich Null zu setzen 
(zu yernachUissigen) *), sodann aber zu beachten, daß für den frag- 
lichen Fall, wenn b die Breite und h die Höhe des rectangl. Quer- 
schnittes bezeichnen, 7s=•^6^^ e==\k ist. Daher wird ans II: 

3 '"TÄT-'^^^' ^- '• 9**'=2^-^ "°^ ^^=2^' NachTa. 
belle^III. S. 134 ist aber 2a =12,7, nach Seite 17, y = 32,2 für 
engl. Maße, daher 2a^ = 408,94 und somit : 

**=45j"/* 
welches genau die Ton Tredgold angegebene Formel ist"*). 

Z u s a t z 2. Die einzigen bis jetzt bekannten Versuche über den Er- 
folg des Stoßes fester Körper, rechtwinklig gegen die Länge , prismati- 
scher an den Enden unterstützter Stäbe (Balken), sind die, welche 
Hodgkinson angestellt und in der $.71 citirten AbhandluDg yer- 
öffentlicht hat. Die gedachten Stäbe bestanden aus Gußeisen und 
aas Gußstahl, ein einziges Mal wurde eine schmiedeeiserne Röhre 
angewandt ; die stoßenden Körper waren entweder Kugeln aus Guß- 
eisen, Gußstahl, Glockenmetall oder Blei, wenn solche pendelartig 
aufgehangen und die Stöße (beinah) horizontal gegen die Stäbe aus- 
geführt wurden, oder Bleicylinder, wenn die Stoße, wie yon einem 
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Hammer, (beinah) vertikal geschahen. Die Durchbiegungen der Bal- 
ken zufolge des Stoßes wurden durch die Tiefe gemessen, um 
welche ein Pflock, dessen eines Ende den umgebogenen Balken 
berührte in eine Masse Thon eindrang, welcher an der entgegenge- 
setzten Seite des Balkens angebracht war, wogegen der Stoß ertheilt 
wurde. 

Als Hauptergebnisse dieser Versuche fuhrt Hodgkinson folgende 
Sätze auf: 

1) Wenn verschiedenartige feste Körper von demselben Gewichte 
aber ungleicher Härte und Elasticität, horizontal mit derselben Ge- 
schwindigkeit gegen die Mitte eines schweren, an den Enden i|nter- 
stützten (sonst freiliegenden) Stabes (beam) stoßen (pendelartig schla- 
gen), so werden diese Körper mit unter einander gleichen Geschwin- 
digkeiten zurückgeworfen. 

2. Wenn, wie bemerkt, ein mit beiden Enden unterstützter Stab 
durch Körper von gleichem Gewichte aber verschiedener Härte und 
Elasticität, horizontal gestoßen wird, so sind die Durchbiegungen des 
Stabes dieselben, welcher Körper auch den Stoß verrichten mag« 

3. Die Größe des Zurückspringens eines Körpers, welcher den 
Stab wie angeführt stößt, ist nahezu gleich der, welche von der 
rückwirkenden Kraft eines völlig elastischen Stabes erzeugt wird, 
womit derselbe seine ursprüngliche Gestalt wieder herstellt. 

4. Die Stoßwirkungen von Körpern ganz verschiedener Beschaf- 
fenheit gegen einen harten, biegsamen Stab, scheinen unabhängig 
von der Elafttieilät dieser (der stoßenden) Körper zu sein, und kön- 
nen, ohne merklichen Fehler, so berechnet werden, als wären die 
Körper unelastisch. ' 

5. Die Kraft, womit ein homogener Stab von gleichen Quer- 
schnitten einen in horizontaler Richtung (normal zur Länge) ertheii-; 
tem Stoße widersteht, ist dieselbe, an welcher Stelle auch der Stoß 
erfolgen mag. 

6. Die Kraft, womit ein Stab von gleichen Querschnitten dem 
Bruche widersteht, wenn ein leichter Körper auf ihn herabfällt, 
wächst in einem größeren Verhältnisse als mit seinem Gewichte, und 
wird am größten, wenn die Summe des halben Stabgewichtes und 
des stoßenden Körpers nahezu gleich dem dritten Theile desjenigen 
Gewichtes ist, welches den Stab durch Druck zerbrechen würde.*) 

Zusatz 3. Nach Aufführung und gehöriger Erläuterung der 
vorbemerkten Versuchsresultate, entwickelte Hodgkinson, mit Hülfe 
der höheren Analysis, Ausdrücke für die fraglichen Stoßwirkungen 
und vergleicht die Werthe derselben mit den angestellten Versuchen. 
Hier mag wenigstens eine dieser Entwickelungen, die sich auf den 
vorbemerkten Horizontalstoß bezieht, Platz finden, welche sich 
zugleich ohne Kenntniß der Differential- und Integral-Rechnung ma- 
chen läßt. 



*) Für manche Bauconslruclioncn ein sehr beacbtun^swcrther Satz. 

10* 
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Es sei AB der mit bei- 
den Enden ontcrstützte Stab 
von gleichem Querschnitte, 
CD = u die ganze durch den 
Stoß bewirkte Durchbiegung, 
DE = x ein Theil des We- 
ges beim Zurückgehen des 
Stabes, jd die correspondi- 
rende Geschwindigkeit, q das 
Gewicht des frei liegenden Theiles vom Stabe, tß das Gewicht der 
stoßenden (an dünnem Faden als Hendel aufgehangenen) Kugel, s = 
Sehne des vor dem Stoße durchlaufenen Bogens der Kugel, und /=3= 
Halbmesser dieses Bogens. Endlich sei p ein Gewicht, welches in 
der Mitte des Balkens aufj^ehangen, daselbst eine Durchbiegung, = e 
bewirken würde. 

Hiemach ist zuerst der reräoderiiche Druck = z , welcher das 

Zurückgehen des gebogenen Stabes bewirkt, in dem beliebigen Punkte 

(u — x) 
' E :zt=sp — . ^ Nimmt man sodann an, daß, von der Zeit der 

ersten Berührung beim Stoße bis zum Augenblicke (der ersten) 
Trennung, Stab und Kugel wie eine zusammenhängende Masse zu 
betrachten sind, so ergiebt sich die Acceleration =(7 der re- 

specUven Bewegung: 0=^^— pyy*) =y^-(j^qri^. (1) 

Nach §. 13 ist aber auch 6^ = --- , wenn e den Zuwachs an Ge- 
schwindigkeit in "der unendlichen kleinen Zeit = t bezeichnet, oder 

wegen = tn; , wenn man t entfernt r G=s--, Daher im Vergleiche 
mit (1) und nachheriger Multiplication mit 0. 

wobei als ein unendlich kleiner Theil von x zu betrachten ist. 
Durch die bekannte Summationsmethode erhält man hieraus: 



gp 

2 e(t«^+Ty) 
und wenn man s = u setzt: 



t?« = 



e(w+iqr 



so wie 



V 

le t? = w f 



9P 



e(w+iq}' 



Bezeichnet ferner V die der Fallhöhe H =s -i^ eni&^TechendeGe- 

schwindigkeit, so läßt sich (nach I. J. 63) setzen : 

w , V = {w-\'\q)Vy oder 



Hodgkinson zeigt a. a. 0. S. 101, daß nur die Hälfte des frei liegenden Ge- 
wichtes vom Stabe in Rechnung zu bringen (die Hälfte als träge anzusc- 
beny ist. 
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gesetzt : 



1/ ffp 

1/ We 
1. u=^wi / I 1^ V , oder für H deo obigen Werlh 



II, 'tt = tt^«|/■ 



6 



Um die Uebereinslimmung der hieraus za berechnenden Werlhe 
für die durch der Stoß erzeugte Durchbiegung, mit den Erfahrungs- 
resultaten yergleichen zu können, -wählen wir beispielsweise den er- 
sten der hodgkinsonschen Versuche (a* a. O. S. 107). 

Hierbei hatte der rectangulare Stab aus Gußeisen (der gestoßene 
Körper) 4 Fuß 6 Zoll (engl.) Länge, 1 Zoll Höhe und \ Zoll Dicke 
(in welcher letzteren Richtung der Stoß yollfuhrt wurde. Ferner 
betrug sein Gewicht 7^ U (engl.), dabei lag er auf 4' frei, so daß 

40 
auf das Gewicht zwischen den Stützen 7,25 7= = 6,44 u kam und 

q 
mithin ^ = 3,22 U betrug. Der stoßende Körper war eine gußei- 
serne Kugel von 8|-9 Gewicht nnd der Abstand Ton der Mitte bis 
zum Aufhängepunkte (wie bemerkt, pendelartig und so, daß im Zn- 
stande der Ruhe die Kugel den Stab in der Mitte berührte), d. i. 
/= 12'. Ferner bog ejn in der Mitte des Stabes aufgehangenes Ge- 
wicht Yon h^U denselben um 0,63 Zoll durch. 

Alles Weitere ergiebt sich aus folgender kleinen Tabelle'): 



s in Fußen 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


u in Zollen nach 
dem Versuche 


0,25 


0,44 


0,66 


0,88 


1,16 


1,43 


1,62 


Bruch 


u in Zollen nach 
der Rechnung 


0,26 

t 


0,53 


0,79 


1,05 


1,32 


1,68 


1,84 





Zusatz 4. Aus II. des yorigen Zusatzes ergiebt sich H = 

t(tp (f£; _L. 1 «) 

-^--^ . Bezeichnet nun «^ die (größte) Durchbiegung, welche 

der Balken im Augenblicke des Bruches zeigt und setzt man über- 
dies e = t«=tti, ferner p^ statt p, so folgt: 

tiipi(tg + |y) 



*) Die Abfvcichungcn zwischen Versuch und Recbnung^ schreibt ICodgkinson vor- 
züglich auf den Widerstand, welchen der Pflock (um, wie angerührt, die Durch- 
biegung zu messen) in der Thonmasse fand, die hinter dem Stabe angebracht war. 
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als Höhe, tob welcher das Gewicht w herabfallen muß, um den Bal- 
ken zu brechen, wobei nalürlich p^ das Gewicht bezeichnet, welches, 
in der Mitte aufgehangen, ebenfalls den Bruch bewirken würde. 

Vernachlässigt man in letzterem Ausdrucke für It die Größe 
\q, so wird 

» 

Hieraus würde folgen, daß die mechanische Wir- 
kung des Stoßes proportional ist dem Bruchgewichte 
niultiplicirt mit der Durchbiegung im Augenblicke 
des Bruches. 

Bei späteren anderweitigen Versuchen über die Festigkeit etc. 
des Gußeisens, im VI. Bande S. 337 und S. 377 ') der S. 131 ge- 
dachten Reports , setzen Hodgkinson wie Fairbairn den Stoßwi- 
derstand (power of impact) geradezu gleich dem Produkte pitt|, wo- 
bei jedoch weiter nicht bemerkt wird, ob dies durch Versuche be- 
stätigt wurde. 

Beispiel 1. Es soll eine Brückenbaho yon 30 Faß Spannweite aas gußeiser- 
nen Balken gebildet and angegeben werden, welclien Querschnitt man jedem dersel- 
ben KU geben bat, damit ein jeder den Stoß zu ertragen im Stande ist, welcher er- 
folgt, wenn ein mit 3360 U belastetes Rad über eine Erhöhung von 3 Zoll weggehen 
muß, und Ton gedachter Höbe plötzlich herabflilU. 

Auflösung. Um recht sicher zu gehen, vemachrässigen wir das Gewicht des 
fraglichen Balkens und benützen die Formel Zusatz 1 dieses Paragraphen, d. i. 

bk^ ,^^ , . In Bezug auf diese ist hier = 3360; F2==i,2.32,2 = i6,2; 
40,4«i . • 

1=30, daher 



M = 



3360.16,2 



=^39,9 oder 40 Q Zoll, 



45,43.30 
wobei wir *=-2", h = 20" annehmen wollen. 

Beispiel 2. Wie groß ist die Durchbiegung eines der Balken zufolge des 
Stoßes bei der vorigen Aufgabe, und wie groß würde diese Durchbiegung nur gewe- 
sen sein, hätte man das stoßende Gewicht Q = 3360fll in der Hitte des Balkens mit 
Vorsicht aufgehangen. 

Auflösung. Hierzu benutzen wir die Formel I. §. 74, aus welcher 
folgt, wenn wie hier T=^^bh^ ist, ferner b, h in Zollen, dagegen H, « 
Fußen ausgedrückt werden: 

und wenn man hier -r-ri-zr = Ä setzt und auf « reduzirt : 



übrigens 
uud / in 



114 <3 



« = 



0-t-gj 
2A 



+ ]/c-i^y + f 



(^ 



C(?-hi(?i) 



*) Die Ueberschrinen der belrelfrnden Artikel lauten, respcctive: 

Hodgkinson: On the , relative Strenglh and other mcchanical Properlies ofCast 

Iren obtained by Hot and Cold Blast. 
Fairbairn: On the Strength and other Propcrties obtained fron> the Hot 

and Cold Blast. 
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Zufolge obiger Zahlenwerlhe *) ist: 0=3360, <^i= 450 . 30.^ . f = 3750, 
|-=1870, folglich (?+0,=7110; (? + i (?. = 5235 , A^ ^'^^^^/'^^^ 

— 148382,1 ; i/= i' , mithin : 

tt =0,024 -f 1^0,000576 + 0,001822 , d. i. 
t« = 0,073Fuß =fO,876 ZoU. ") 
Hätte man Q in der Mitte sorgfältig aufgehangen, so würde sich eine Dnrchbie- 

= 0,23 Zoll, d. h. die Dnrchbiegiing ist jetzt -— -, d.'i. 3,8 mal geringer, als beim 
Stoße desselben Gewichtes. 



*) Mit Bezug auf Tabelle HI. S. 134. 

*) Im Vergleich mit den Hodgkinsonschen Versuchen über Vertikalstoß giebt un- 
sere Formel die Durchbiegungen zu groß an, was indeß für deren Anwendung 
auf praktische Fälle gerade TOrlheilhaft genannt werden dürfte. Weiteres 
hierüber enthält der Seite VI unserer Vorrede citirte Aufsatz im „Ingenieur", 
woselbst auch die Hodgkinsonschen Versuche ausführlich mitgetheiR werden. 



